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Uber die Kategorientheorie

Die Kategorientheorie (oder Kategorielle Algebra) entstand historisch aus der Algebrai-
schen Topologie und verallgemeinert die Methoden unzihliger weiterer Gebiete der Ma-
thematik. Die Klassen der mathematischen Strukturen (etwa Gruppen oder topologische
Réume) und strukturerhaltenden Verbindungen (etwa Gruppenhomomorphismen oder
stetige Abbildungen) dazwischen, die in diesen Gebieten jeweils untersucht werden, wer-
den in der Kategorientheorie selbst als mathematische Struktur zusammengefasst, welche
Kategorie genannt wird.

Die Kunst der Kategorientheorie besteht darin, mathematische Strukturen (genannt Ob-
jekte) alleine und vollstandig durch die strukturerhaltenden Verbindungen (genannt Mor-
phismen) zu anderen zu verstehen. Aufgrund dieser indirekten Betrachtung und des hohen
Mafes an Allgemeinheit sind die Methoden der Kategorien zwar iiberall in der Mathe-
matik anwendbar, aber entsprechend duflerst abstrakt. Die Kategorientheorie wird daher
auch als jabstrakter Unsinn® oder ,allgemeiner Unsinn®“ bezeichnet.
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Teil 1

Kategorielle Grundlagen



Kapitel 1

Kategorien

Eine Kategorie ist das grundlegende Untersuchungsobjekt der Kategorientheorie, die Defi-
nition leitet sich dabei aus den Gemeinsamkeiten vieler verschiedener Teilgebiete der Ma-
thematik ab: In diesen werden mathematische Strukturen (Objekte), meist auf Mengen
basierend, und strukturerhaltene Verbindungen (Morphismen), meist spezielle Abbildung
zwischen den grundlegenden Mengen, zwischen diesen untersucht. Dabei gilt stets, dass
die Identitédt strukturerhaltend ist sowie dass die Komposition von strukturerhaltenden
Verbindungen ebenso strukturerhaltend ist. Die Definition einer Kategorie formalisiert
diese Beobachtung.

Definition 1.1 (Kategorie). Eine Kategorie C besteht aus:
I.) einer Klasse ObC von Objekten

II.) fir je zwei Objekte XY € ObC einer Klasse Home(X,Y) (auch Morg(X,Y),
C(X,Y), [X,Y]c oder (X,Y)c) von Morphismen (auch Homomorphismen), wo-
bei Home(X,Y) N Home (X', Y') =0 fir (X,Y) # (X', Y7).

III.) fir Objekte X,Y,Z € ObC einer assoziativen Verkniipfungsabbildung:

o: Home(Y, Z) x Home(X,Y) — Home(X, Z),(f,9) — fog (1.1)

IV.) fir ein Objekt X € ObC einem Identitdtsmorphismus idx € Home (X, X), sodass:

: idyxy = 1.2
feHome (X,Y) f o1 f ( )
V  iidyog= 1.3
g€Home (Y, X) exeg g ( )

Wichtig ist dabei, dass fiir Objekte X, Y € Ob(C die Klassen Hom¢ (X, Y) und Home (Y, X)
nicht miteinander iibereinstimmen! Die Klasse aller Morphismen wird als ArC (eng. ar-
row), seltener auch als F1C (franz. fléche) oder Pf C (deut. Pfeil) bezeichnet, wobei:

ArC = U Home(X,Y). (1.4)
X,YeObe

Ein Morphismus von einem Objekt zu sich selbst wird Endomorphismus genannt. Die
Klasse aller Endomorphismen fiir ein Objekt X € ObC wird als Ende(X) := Home (X, X)
bezeichnet, wobei (End¢(X),0idy) ein Monoid ist.

8
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Beispiel 1.2 (Terminale Kategorie). Fine spezielle Kategorie ist die terminale Kategorie
T mit nur einem Objekt T € ObT und nur einem Morphismus idy € End(T).

Beispiel 1.3. Set ist die Kategorie der Mengen, deren Objekte alle Mengen und deren
Morphismen alle Abbildungen zwischen Mengen sind:

Homget(X,Y) =Y ={X - Y} (1.5)

1.1 Einordnung von Kategorien

Definition 1.4 (Diskrete Kategorie). Eine Kategorie C, deren einzige Morphismen die
Identitdten sind:
VX € ObC: Ende(X) = {idx} (1.6)

VX,Y € ObC, X #£Y: Home(X,Y) = 0 (1.7)
wird diskret (oder diskrete Kategorie) genannt.

Definition 1.5 (Indiskrete Kategorie). Fine Kategorie C, fiir die von jedem Objekt zu
jedem anderen nur ein Morphismus fihrt:

VX,Y € ObC: |Home(X,Y)| =1 (1.8)
wird indiskret (oder indiskrete Kategorie) genannt.

Definition 1.6 (Diinne Kategorie). Fine Kategorie C, fir die VX,Y € ObC jeweils
Home(X,Y) mazimal ein Morphismus enthdlt, wird diinn (oder diinne Kategorie) ge-
nannt.

Korollar 1.7. Diskrete und indiskrete Kategorien sind dinn.

Beispiel 1.8. Die terminale Kategorie T ist diskret, indiskret und daher dinn nach Ko-

rollar (1.7).

Definition 1.9 (Kleine Kategorie). Eine Kategorie C, fiir die ArC eine Menge ist, wird
klein (oder kleine Kategorie) genannt.

Korollar 1.10. Diinne Kategorien sind klein.
Beispiel 1.11. Die Kategorie (N, <) ist klein, aber nicht dinn.

Definition 1.12 (Lokal kleine Kategorie). Fine Kategorie C, fir dieVX,Y € ObC jeweils
Home (X, Y) eine Menge ist, wird lokal klein (oder lokal kleine Kategorie) genannt.

Korollar 1.13. Kleine Kategorien sind lokal klein.
Beispiel 1.14. Die Kategorien Set, Grp und Top sind lokal klein, aber nicht klein.

Definition 1.15. Fiir eine mengentheoretische Kategorie C ist:
ObCyq, :={X € Ob(||X]| < o0} (1.9)

VX,Y € ObChn: Can(X,Y) := C(X,Y) (1.10)
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1.2 Teil-, Produkt- und duale Kategorien

Definition 1.16 (Teilkategorie). Fiir eine Kategorie C ist eine Kategorie D, fir die
Ob(D) eine Teilklasse von ObC ist und VX,Y € ObD jeweils Homp(X,Y) eine Teil-
menge von Home(X,Y), eine Teilkategorie von C

Die Unterkategorie D wird voll genannt, wenn:
VX,Y € ObD: Homp(X,Y) = Home(X,Y) (1.11)
Fiir eine volle Unterkategorie reicht daher die Angabe ihrer Objekte.
Definition 1.17 (Produktkategorie). Fiir Kategorien C und D ist die Kategorie C x D
" Ob(C x D) := ObC x Ob(D) (1.12)
V(X,Y), (X", Y") € Ob(C x D) = ObC x Ob(D):
Homeyp((X,Y), (X', Y")) := Home(X,Y) x Homp (X', Y) (1.13)
thre Produktkategorie.
Definition 1.18 (Duale Kategorie). Fiir eine Kategorie C ist die Kategorie C°P mit:
Ob(C?) := ObC (1.14)
VX,Y € Ob(C°?) = ObC: Homgeer(X,Y) := Home (Y, X) (1.15)
thre duale Kategorie.

Der Ubergang von einer Kategorie auf ihre duale Kategorie entspricht also der Um-
kehrung der Richtung samtlicher Morphismen

Satz 1.19. Die duale Kategorie der dualen Kategorie ist wieder die Kategorie selbst. Fiir
eine Kategorie C ist:

(CP)°P =C. (1.16)
Beweis. Es gilt mit Gleichung (1.14)):
ODb((C°P)°P) = Ob(C°?) = ObC. (1.17)
Werden diese jeweils alle mit Ob bezeichnet, ist weiter:
VX,Y € Ob : Homceryor (X, Y') = Homger (Y, X') = Home (X, Y). (1.18)
O

Satz 1.20. Dualitit vertauscht mit Produkten. Fir Kategorien C und D ist:
(C x D)°® = C° x D. (1.19)
Beweis. Es gilt mit den Gleichungen und (L.12):
Ob((C x D)) = Ob(C x D) = ObC x Ob(D)
= Ob(C°P) x Ob(D?) = Ob(C® x DP). (1.20)
Werden diese jeweils alle mit Ob bezeichnet, ist weiter:
V(X,Y), (X', Y") € Ob : Hom(cxpyer ((X,Y), (X', Y")) = Homexp (X', YY), (X,Y))
= Home¢ (X', X) x Homp(Y”',Y) = Homeer (X, X') x Hompes (Y, Y”)
= Homgcopxpor (X, Y), (X', Y")). (1.21)
O

10
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1.3 Domanen und Kodomanen

Das Datum eines Morphismus besteht unter anderen aus den beiden Objekten, die dieser
verbindet. Dies ergibt zwei Abbildungen von der Klasse der Morphismen in die Klasse der
Objekte.

Definition 1.21 (Quelle und Ziel). Fir eine Kategorie C sind die Abbildungen:
dom: ArC — ObC,Hom¢(X,Y) > f— X (1.22)
cod: ArC — ObC,Hom¢(X,Y)> f—Y (1.23)

die Doméne und Kodoméne, die einem Morphismus f € Home(X,Y) jeweils dessen
Quelle (eng. domain) X und Ziel (eng. codomain) Y zuordnen.

Beispiel 1.22. Fiir ein Objekt X € C ist dom(idx) = X und cod(idyx) = X.

dom(g o f) = dom(f) (1.24)
cod(g o f) = cod(g) (1.25)

ObC x ObC —-0bC -4 ArC

S

cod

Dabei ist domoid = codoid. Eine Familie von Morphismen mit gleicher Quelle oder
Doméne wird Span genannt und eine Familie von Morphismen mit gleichem Ziel oder
Kodoméne wird Kospan genannt.

Korollar 1.23. Sei f ein Morphismus. Ist g ein Inverses von f und ist h ein Inverses
von g, dann ist:

f=foid=fogoh=idoh=nh (1.26)

Lemma 1.24. Sei f ein Morphismus. Ist g ein Linksinverses von f und ist h ein Links-
wwverses von g, dann sind beide ebenso Rechtsinverse.

Mit Korollar (1.23) folgt dariiber hinaus f = h.

Beweis. Es ist:

fog=idofog=hogofog=hoidog=hog=1id (1.27)
goh=gohoid=gohogof=goidof=go f=id (1.28)
O

Lemma 1.25. Se:i [ ein Morphismus. Ist g ein Rechtsinverses von f und ist h ein Recht-
stnverses von g, dann sind beide ebenso Linksinverse.

Mit Korollar folgt dariiber hinaus f = h.
Beweis. Es ist:
gof=gofoid=gofogoh=goidoh=goh=id (1.29)
hog=hogoid=hogofog=hoidog=hog=id (1.30)

11
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Kapitel 2

Initiale und terminale Objekte

2.1 Initiale Objekte

Definition 2.1 (Initiales Objekt). Fir eine Kategorie C ist ein Objekt X € ObC fir das:

ygbc: | Home (X, Y)| = 1 (2.1)

ein initiales Objekt. Wird = durch > ersetzt, wird das Objekt ein schwaches initiales
Objekt genannt.

Von einem initialen Objekt aus fiihrt daher zu jedem anderen Objekt nur ein Pfeil,
insbesondere enthilt Ende(X) nur die Identitdt idx. A® * C enthélt genau ein initiales
Objekt.

Beispiel 2.2. Das einzige Objekt in der terminalen Kategorie ist initial.

Beispiel 2.3. Die (nach dem Leermengenaziom eindeutige) leere Menge () ist initial in
Set. Der Ring Z der ganzen Zahlen ist initial in CRing. Der Kérper Q der rationalen
Zahlen st initial in Fieldy, aber nicht in Field.

Lemma 2.4. Initiale Objekte sind isomorph.

Beweis. Fiir eine Kategorie C und zwei initiale Objekte XY € ObC gibt es genau
einen Morphismus f € Home(X,Y), da X initial ist, und genau einen Morphismus
g € Home (Y, X), da Y initial ist. Nun ist g o f € Ende(X) = {idx}, womit g o f = idx,
und fog € Ende(Y) = {idy }, womit f o g =idy. O

In der Kategorientheorie lasst sich Q daher alternativ als die bis auf Isomorphie ein-
deutigen initialen Objekte in Field definieren.

Das bis auf Isomorphie eindeutige initiale Objekt einer Kategorie C wird als 0 € Ob(C
bezeichnet. Jedes Diagramm zweier Morphismen f: 0 — X und ¢g: 0 — Y lésst sich zu
einem kommutativen Dreieck erweitern:

f=tog (2.2)
g=¢of (2.3)
0
ElNd g
/¢\
X Y
¥

12
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2.2 Terminale Objekte

Definition 2.5 (Terminales Objekt). Fir eine Kategorie C ist ein Objekt Y € ObC fiir
das:

W ¢ [ Home(X, V)| =1 (2.4)

XeOb

ein terminales Objekt. Wird = durch > ersetzt, wird das Objekt ein schwaches terminales
Objekt genannt.

Zu einem terminalen Objekt fiihrt daher von jedem anderem Objekt aus nur ein Pfeil,
insbesondere enthélt Ende(Y) nur die Identitit idy. C* A° enthilt genau ein terminales
Objekt.

Beispiel 2.6. Das einzige Objekt in der terminalen Kategorie ist terminal.

Beispiel 2.7. Die (bis auf Isomorphie eindeutige) einelementige Menge ist terminal in
Set. Die (bis auf Isomorphie eindeutige) triviale Gruppe 1 ist terminal in Ab und Grp.

Lemma 2.8. Terminale Objekte sind isomorph.

Beweis. Fiir eine Kategorie C und zwei terminale Objekte XY € ObC gibt es genau
einen Morphismus f € Hom¢(X,Y), da Y terminal ist, und genau einen Morphismus
g € Home(Y, X)), da X terminal ist. Nun ist go f € Ende(X) = {idx}, womit go f = idy,
und fog € Ende(Y) = {idy }, womit fog=idy. ]

Das bis auf Isomorphie eindeutige terminale Objekt einer Kategorie C wird als 1 € Ob(C
bezeichnet. Jedes Diagramm zweier Morphismen f: X — 1 und ¢g: Y — 1 lésst sich zu
einem kommutativen Dreieck erweitern:

f=g0¢ (2.5)
g=1foy (2.6)
¢
X =Y

2.3 Nullobjekte

Definition 2.9 (Nullobjekt). Ein Objekt, dass sowohl ein initiales als auch ein terminales
Objekt ist, wird Nullobjekt genannt.

Beispiel 2.10. In Set gibt es kein Nullobjekt.

Beispiel 2.11. In Grp st das Nullobjekt die triviale Gruppe. In Top, ist das Nullobjekt
der einpunktige punktierte topologische Raum.

Aus Lemma ((2.4) und (2.8)) folgt:

Korollar 2.12. Nullobjekte sind isomorph.

13
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Das Nullobjekt einer Kategorie wird aufgrund dieser Eindeutigkeit bis auf Isomorphie
auch als Q¢ € ObC (oder ©, wenn die Kategorie klar ist) bezeichnet.

Definition 2.13 (Nullmorphismus). Fir eine Kategorie C mit Nullobjekt Q@ € ObC und
Objekte X,Y € ObC wird der vom eindeutigen Diagramm:

X5Q5Y (2.7)

durch Komposition hervorgehende Morphismus Qxy € Home(X,Y) der Nullmorphismus
von X undY genannt.

14
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Kapitel 3

Spezielle Morphismen

Die Einteilung von Abbildungen zwischen Mengen in Injektionen, Surjektionen und Bi-
jektionen gehort zu den wichtigsten und weitreichendsten Resultaten der Mengenlehre.
Die dabei verwendeten Definitionen benutzen jedoch die Elemente der beteiligten Mengen.
Nach Definition (?7?) ldsst sich die Definition eines Elementes zwar auf Kategorien mit ter-
minalem Objekt iibertragen, doch eine weitreichendere Verallgemeinerung ist moglich mit
den anderen aus der Mengenlehre bekannten Definitionen fiir Injektionen, Surjektionen
und Bijektionen als links-, rechts- und beidseitig kiirzbaren Abbildungen.

3.1 Isomorphismen

Bei der Untersuchung mathematischer Strukturen ist nicht relevant, ob zwei verschiedene
mathematische Strukturen tatséchlich bis zur Benennung und Symbole der einzelnen Tei-
le vollig identisch sind, sondern es ist nur relevant, ob diese teilweise oder vollstindig die
gleichen mathematischen Eigenschaften besitzen. Bei einer reinen Umbenennung der ein-
zelnen Teile ergibt sich zwar strenggenommen eine neue mathematischen Struktur, aber
sdmtliche mathematischen Eigenschaften bleiben erhalten.

In der Topologie wird fiir die teilweise oder vollstindige Erhaltung von Eigenschaften
jeweils Hom6omorphismen und Homotopiedquivalenzen verwendet.

Definition 3.1 (Isomorphismus). Fir eine Kategorie C und Objekte X, Y € ObC ist
ein Morphismus f: X — Y fiir den ein Morphismus g: Y — X mit go f = idx und
fog=idy existiert, ein Isomorphismus (oder invertierbarer Morphismus)).

Existiert zwischen zwei Objekten ein Isomorphismus, dann werden diese isomorph
genannt, notiert als X = Y. Ein Endomorphismus, der zudem ein Isomorphismus ist, wird
Automorphismus genannt. Die Klasse der Automorphismen eines Objektes X wird als
Aute(X) C Ende(X) bezeichnet und die Klasse der Isomorphismen wird als IsoC C ArC
bezeichnet. Der inverse Morphismus eines Isomorphismus ist eindeutig.

Beweis. Sei f: X — Y ein Isomorphismus sowie g,¢: Y — X zwei inverse Morphismen
von f, dann ist ¢ = ¢’ nach den beiden verschiedenen Rechnungen:

g=goidy =go(fog)=(go0f)og =idxog =¢; (3.1)
g=idxog=(g'of)og=go(fog)=goidy =g" (3.2)
O
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Korollar 3.2. Isomorphismen sind Bimorphismen.

Spezieller wird ein Morphismus, der ein Rechtsinverses besitzt, also ein Linksinverses
ist, auch Retraktion und einer der ein Linksinverses besitzt, also ein Rechtsinverses ist,
auch Koretraktion (oder Schnitt) genannt. Die Klassen der Retraktionen und Schnitte
werden als Ret C, SecC C ArC bezeichnet.

Auf der Klasse Ob C der Objekte lasst sich eine XXXXordnung < definieren durch X <Y
fiir Objekte X, Y € Ob(C genau dann, wenn ein Monomorphismus X — Y existiert. Die
Relation ist reflexiv nach Beispiel und transitiv nach Lemma (3.7)). Die Relation
muss nicht antisymmetrisch sein, XXXX. Die Relation muss nicht total sein, etwa nicht
in einer diskreten Kategorie.

Auf der Klasse Ob C der Objekte lasst sich eine XXXXordnung < definieren durch X <Y
fiir Objekte XY € ObC genau dann, wenn ein Epimorphismus X — Y existiert. Die
Relation ist reflexiv nach Beispiel und transitiv nach Lemma (3.15)). Die Relation
muss nicht antisymmetrisch sein, XXXX. Die Relation muss nicht total sein, etwa nicht
in einer diskreten Kategorie.

Lemma 3.3. Isomorphismen erfillen die 2-aus-3-Figenschaft.

Beweis. XXXX N

3.2 Monomorphismen

Definition 3.4 (Monomorphismus). Fir eine Kategorie C und Objekte Y, Z € ObC ist
ein Morphismus f € Home(Y, Z) fir den:

: = =0 = 3.3
X€ObC gi,go€Home (X,Y) fogp=Ffog=0 =g (3.3)

ein Monomorphismus (oder monischer Morphismus ).

Monomorphismen sind also linkskirzbar. In der Kategorie der Mengen sind Monomor-
phismen die injektiven Abbildungen. Die Klasse der Monomorphismen wird als Mono C C
Ar C bezeichnet.

Beispiel 3.5. Identitits- und Isomorphismen sind Monomorphismen.

Beispiel 3.6. In einer Kategorie C mit initialem Objekt 0 € ObC ist fir jedes Objekt
X € ObC der Morphismus 0 Y X monisch.

Lemma 3.7. Die Komposition von Monomorphismen ist monisch.

Beweis. Seien f: C'— D und g: B — C Monomorphismen sowie hy, h,: A — B parallele
Morphismen. Dann ist:

f monisch g monisch

fogohy=fogohy gohy =gohsy hy = ho (3.4)

]

Lemma 3.8. Ist f o g monisch, dann ist g monisch.
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Beweis.
fog monisch

gohy=gohy= fogohy = fogoh, hi = hs (3.5)

]

Die Gleichung f o g; = f o gy in Definition ({3.4) kann mit der Abbildung in Gleichung
(23.2)) umgeschrieben werden zu Home (X, f)(g1) = Home (X, f)(g2). Die Bedingung, dass
daraus ¢; = go folgt, ist also dquivalent dazu, dass Home (X, f) injektiv ist.

Korollar 3.9. Fin Morpismus f ist genau dann monisch, wenn Home (X, f) fir jedes
Objekt X € ObC injektiv ist.

3.3 Epimorphismen

Definition 3.10 (Epimorphismus). Fir eine Kategorie C und Objekte X,Y € ObC ist
ein Morphismus f € Home(X,Y) fir den:

/ - = g1 = 3.6
Z€0bC g1,g2€Home (Y,2) gof=g0f=g =g (3.6)

ein Epimorphismus (oder epischer Morphismus).

Epimorphismen sind also rechitskiirzbar. In der Kategorie der Mengen sind Epimor-
phismen die surjektiven Abbildungen. Morphismen, die sowohl Mono- als auch Epimor-
phismen sind werden Bimorphismen genannt. Die Klasse der Epimorphismen wird als
EpiC C ArC bezeichnet.

Beispiel 3.11. Identitits- und Isomorphismen sind Epimorphismen.

Beispiel 3.12. In einer Kategorie C mit terminalem Objekt 1 € ObC st fiir jedes Objekt
X € ObC der Morphismus X L episch.
Beispiel 3.13. Die Inklusion 7. — Q ist ein Epimorphismus in CRing.

Beispiel 3.14. Fir einen Hausdorff-Raum X und eine dichte Teilmenge A C X ist die
Inklusion A — X ein Epimorphismus in Haus.

Lemma 3.15. Die Komposition von Epimorphismen ist episch.

Beweis. Seien f: A — B und ¢g: B — C Epimorphismen und hq, hy: C' — D parallele
Morphismen. Dann ist:

f episch g episch

hiogof=hyogof=—=hjog=hyog=——= h; =hy (3.7)
O
Lemma 3.16. Ist f o g episch, dann ist [ episch.
Beweis.
hlof:hgofihlofog:hgofog%hl:h2 (3.8)
O

Die Gleichung g; 0 f = goo f in Definition (3.10)) kann mit der Abbildung in Gleichung
(23.1) umgeschrieben werden zu Home(f, Z)(g1) = Home(f, Z)(g2). Die Bedingung, dass
daraus g; = go folgt, ist also dquivalent dazu, dass Home(f, Z) injektiv ist.

Korollar 3.17. Ein Morpismus f ist genau dann episch, wenn Home(f, Z) fir jedes
Objekt Z € ObC injektiv 1st.

17
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3.4 Extremale Morphismen

Definition 3.18 (Extremaler Monomorphismus). Fin Monomorphismus f, fir den fir
jede Faktorisierung f = fi1 o fo mit fo episch folgt, dass fo sogar ein Isomorphismus ist,
ein extremaler Monomorphismus.

Analog zu Lemma (3.8 gilt (Siehe [2], Proposition 7.62 2).):

Lemma 3.19. Ist go [ ein extremaler Monomorphimus, dann ist f ein extremaler Mo-
nomorphimus.

Beweis. Sei f = f o fo mit f5 episch, dann ist go f = go f; o fo mit f, episch. Da go f
ein extremaler Monomorphismus ist, ist f sogar ein Isomorphismus. O]

Definition 3.20 (Extremaler Epimorphismus). Fin Epimorphismus g, fir den fir jede
Faktorisierung g = g1 o go mit g monisch folgt, dass g, sogar ein Isomorphismus ist, ein
extremaler Epimorphismus.

Analog zu Lemma (3.16) gilt (Siehe [2], Proposition XXXX.):

Lemma 3.21. Ist go f ein extremaler Epimorphimus, dann ist g ein extremaler Epimor-
phimus.

Beweis. Sei g = g; o go mit g; monisch, dann ist go f = g; 0 g» o f mit g; monisch. Da
g o f ein extremaler Epimorphismus ist, ist g; sogar ein Isomorphismus. ]

Lemma 3.22. Die jeweiligen Klassen von:
I.) Isomorphismen
II.) Epi- und extremalen Monomorphismen
III.) Mono- und extremalen Epimorphismen
sind gleich.

Beweis. 1.)=11.): Trivial. 1.)=IIL): Trivial.

I1.)=1.): Sei f: X — Y ein Epimorphismus und regulirer Monomorphismus. Aus der
Faktorisierung f = idy of folgt die Behauptung.

II1.)=1.): Sei f: X — Y ein Monomorphismus und regulérer Epimorphismus. Aus der
Faktorisierung f = f oidx folgt die Behauptung. ]

Lemma 3.23. Fiir eine Kategorie sind dquivalent:
I.) Alle Bimorphismen sind Isomorphismen.
II.) Alle Monomorphismen sind extremal.

III.) Alle Epimorphismen sind extremal.

Beweis. XXXX O
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3.5 Schnitte

Lemma 3.24. Die Komposition von Retraktionen ist eine Retraktion.

Beweis. Seien f und g Retraktionen mit jeweiligen Schnitten s und s, dann ist go f eine
Retraktion mit Schnitt s o s’ O

Lemma 3.25. Ist go f eine Retraktion, dann ist g eine Retraktion.
Beweis. Ist s ein Schnitt von g o f, dann ist f o s ein Schnitt von g. O]
Lemma 3.26. Ist go f eine Retraktion und g ein Schnitt, dann ist f eine Retraktion.

Beweis. Sei s ein Schnitt von g o f und r eine Retraktion von g, dann ist:
gofos=id== fos=r—=—% fosog=rog=id. (3.9)
O

Lemma 3.27. Die Komposition von Schnitten ist ein Schnitt.

Beweis. Seien f und g Schnitte mit jeweiligen Retraktionen r und r’/, dann ist g o f ein
Schnitt mit Retraktion r o 7. O

Lemma 3.28. Ist go f ein Schnitt, dann ist f ein Schnitt.
Beweis. Ist r eine Retraktion von g o f, dann ist r o g eine Retraktion von f. O]
Lemma 3.29. Ist go f ein Schnitt und f eine Retraktion, dann ist g ein Schnitt.

Beweis. Sei r eine Retraktion von g o f und s ein Schnitt von f, dann ist:
Togof:id_:%}rog:sgforog:fOSZid. (3.10)
O
Lemma 3.30. Retraktionen sind Epimorphismen.

Retraktionen werden daher auch zerfallende Epimorphismen genannt.

Beweis. Seir:Y — X eine Retraktion, dann existiert ein Schnitt s: X — Y mit ros =
idy. Seien i1,i5: X — Z beliebig, dann ist:

1107 =1907 = 1] =1 0708 =130T7T08 =19 (3.11)
]
Lemma 3.31. Fin Monomorphismus, der eine Retraktion ist, ist ein Isomorphismus.

Der Satz kann umformuliert werden: Ein Bimorphismus mit einem Rechtsinversen ist
ein Isomorphismus.

Beweis. Sei f: X — Y ein Monomorphismus, der eine Retraktion ist, womit ein Schnitt
s:Y — X mit fos=idy existiert. Dann ist:

f monisch

fosof=idyof =f=foidy sof=idy (3.12)

]

19


saantz.com

Kapitel 3 — Spezielle Morphismen Samuel Adrian Antz, |saantz.com

Korollar 3.32. Fir einen Bimorphismus st ein linksinverser Morphismus auch rechi-
SINVErs.

Lemma 3.33. Schnitte sind Monomorphsimen.

Schnitte werden daher auch zerfallende Monomorphismen genannt.

Beweis. Sei s: X — Y ein Schnitt, dann existiert eine Retraktion r: Y — X mit ro s =
idy. Seien hq, hy: A — X beliebig, dann ist:

sohy=s0hy=h,=rosoh;=rosohy=hy (3.13)
O

Korollar 3.34. In einer Kategorie C mit initialem Objekt 0 € ObC ist jeder Morphismus
X — 0 eine Retraktion (mit Schnitt 0 EN X ) und daher nach Lemma (3.50) episch.

Umgekehrt muss der eindeutige Morphismus 0 %5 X kein Schnitt sein, da womoglich
kein Morphismus X — 0 existiert.

Korollar 3.35. In einer Kategorie C mit terminalem Objekt 1 € ObC ist jeder Morphis-
mus 1 — X ein Schnitt (mit Retraktion X AN 1) und daher nach Lemma (3.33) monisch.

Umgekehrt muss der eindeutige Morphismus X 5 1 keine Retraktion sein, da womog-
lich kein Morphismus 1 — X existiert.

Lemma 3.36. Fin Epimorphismus, der ein Schnitt ist, ist ein Isomorphismus.

Der Satz kann umformuliert werden: Ein Bimorphismus mit einem Linksinversen ist
ein Isomorphismus.

Beweis. Sei f: X — Y ein Epimorphismus, der ein Schnitt ist, womit eine Retraktion
r: Y — X mit r o f = idx existiert. Dann ist:

forof=foidy = f=idyof Z2% rop —idy (3.14)
O

Korollar 3.37. Fiir einen Bimorphismus ist ein rechtsinverser Morphismus auch links-
INVErS.

3.6 Retraktionen

Definition 3.38 (Retrakt eines Morphismus). Fir einen Morphismus f: X — Y ist ein
Morphismus g: A — B mit Retrakten A und B von X und Y, sodass das Diagramm.:

ida

A= X "5 A

Lok

Q

kommutiert, ein Retrakt von f.
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Fiir ein Objekt Z folgt durch Anwendung von Hom(Z, —) und Hom(—, Z) auf dieses
Diagramm, dass Hom(Z, g) ein Retrakt von Hom(Z, f) und Hom(g, Z) ein Retrakt von

Hom(f, Z) ist.

Lemma 3.39. Isomorphismen sind stabil unter Retraktionen.

Beweis. Sei f: X — Y ein Isomorphismus mit Retrakten A und B von X und Y sowie

g: A — B derart, dass das Diagramm:

5
hS

A—3X "5 A
| () |
B—Y ——B

(

idp
kommutiert. Dann ist 7 o f~! o s’ ein Inverses von g, da:
3’og:fos:>f_loslog:,g:>Tof_108/0g:idA

rof=gor=1r =gorofl=idg=goroflos

Lemma 3.40. Mono- und Epimorphismen sind stabil unter Retraktionen.

Beweis.

gohy=goh;=sogoh;=s0goh; = fosoh;=fosoh

f monisch

ijog=1iy0g =i 0gor=igogor=riyorof=isorof

f episch
2

Lemma 3.41. Retraktionen und Schnitte sind stabil unter Retraktionen.

Das verallgemeinert Lemma (3.40)).

sohy=sohy=h;=rosohy =rosohy=hs

. / . / . - / / - / / .
1107 =107 =11 =1107 08 =107 08 = iy

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)
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Bewezs.

ida
A" X " A
gl p(/ Jf \)a lg
idg

]

Ist f ein Schnitt, dann existiert eine Retraktion p: ¥ — X mit po f = idx und es ist:

roposog=ropofos=ros=idy

(3.19)

Ist f eine Retraktion, dann existiert eine Retraktion Schnitt o: Y — X mit f oo = idy

und es ist:

gorocos =r'ofoocos =105 =idp

22
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Generatoren und Kogeneratoren

Mono- bzw. Epimorphismen sind spezielle Morphismen, die aus gleichen parallelen Mor-
phismen von links bzw. rechts herausgekiirzt werden kénnen (sofern sie in der Komposi-
tion enthalten sind), sodass gleiche parallele Morphismen {ibrig bleiben. Umgekehrt ldsst
sich untersuchen, welche speziellen Morphismen mit verschiedenen parallelen Morphismen
von links bzw. rechts komponiert werden kénnen, sodass sich dabei verschiedene parallele
Morphismen ergeben.

4.1 Generatoren

Definition 4.1 (Generator). Fir eine Kategorie C ist eine Familie an Objekten (X,)ier,
fur die fir verschiedene parallele Morphismen g1,92: Y = Z ein i € I und ein Morphis-
mus f: X; — Y existiert mit g1 o f # go o f ein Generator (oder Seperator ).

giof
m
Xi—Y —=7/
f 92

N

g2of

Ein Objekt X € ObC wird Generator genannt, wenn {X} ein Generator ist.

Beispiel 4.2. In Set ist {x} (sowie jede andere nichtleere Menge) ein Generator. Fiir
verschiedene parallele Morphismen g1, g2: Y = Z gibt es einy € Y mit g1(y) # g2(y), fir
h: {x} =Y,y ist daher gyo f # goo f.

Beispiel 4.3. In Mon st N ein Generator. In AbGrp ist Z ein Generator.

Da die Definition von Generatoren durch die Definition der Monomorphismen moti-
viert ist, lasst sich untersuchen, ob es ein zu Korollar analoges Resultat gibt, um
Generatoren {iber induzierte Hom-Funktoren zu klassifizieren.

Die Gleichung g; o f # g o f in Definition kann mit der Abbildung in Gleichung
(23.1) umgeschrieben werden zu Home(f, Z)(g1) # Home(f, Z)(g2). Die Bedingung, dass
dies aus g; # g folgt, ist also dquivalent dazu, dass Home(f, Z) injektiv ist. Hier taucht
jedoch nicht das Objekt X, der zu untersuchende Generator, in der Hom-Abbildung auf.
Daher muss die Gleichung mit der Hom-Abbildung der Nachkomposition umformuliert
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werden.
Ein Objekt X € ObC ist genau dann ein Generator, wenn:

Home (X, —): C — Set (4.1)
ein treuer Funktor ist.

Beweis. (Siehe [2], Proposition 7.12) Die Bedingung, dass Home (X, —) treu ist, bedeutet,
dass fiir alle Objekte Y, Z € ObC die Abbildung:

Home (Y, Z) — Homget (Home (X, Y'), Home (X, 7)), g — Home (X, g) (4.2)

injektiv ist, also fiir alle verschiedenen parallelen Morphismen g1, g.: Y — Z folgt, dass
Home (X, g1) # Home (X, g2). Das ist dquivalent zur Existenz eines Morphismus f: X —
Y mit gy o f = Home (X, g1)(f) # Home (X, g2)(f) = g2 © f, was genau die Bedingung ist,
dass X ein Generator ist. O]

4.2 Kogeneratoren

Definition 4.4 (Kogenerator). Fir eine Kategorie C ist eine Familie an Objekten (Z;);er,
fur die fir verschiedene parallele Morphismen fi, fo: X =Y ein i € I und ein Morphis-
mus g: Y — Z; existiert mit g o f; # g o fo ein Kogenerator (oder Koseperator).

gofi

4N

gofa
Ein Objekt Z € ObC wird Kogenerator genannt, wenn {Z} ein Kogenerator ist.

Da die Definition von Kogeneratoren durch die Definition der Epimorphismen motiviert
ist, lasst sich untersuchen, ob es ein zu Korollar analoges Resultat gibt, um Koge-
neratoren {iber induzierte Hom-Funktoren zu klassifizieren.

Die Gleichung g o f; # g o fo in Definition kann mit der Abbildung in Gleichung
(23.2)) umgeschrieben werden zu Home (X, g)(f1) # Home (X, g)(f2). Die Bedingung, dass
dies aus f; # f, folgt, ist also dquivalent dazu, dass Home (X, g) injektiv ist. Hier taucht
jedoch nicht das Objekt Z, der zu untersuchende Kogenerator, in der Hom-Abbildung
auf. Daher muss die Gleichung mit der Hom-Abbildung der Vorkomposition umformuliert
werden. Ein Objekt Z € ObC ist genau dann ein Kogenerator, wenn:

Home(—, Z): C°® — Set (4.3)
ein treuer Funktor ist.

Beweis. (Siehe [2], Proposition 7.17) Die Bedingung, dass Home(—, Z) treu ist, bedeutet,
dass fiir alle Objekte X,Y € ObC die Abbildung:

Home (X, Y) — Homges(Home (Y, Z), Home (X, Z)), f — Home(f, Z) (4.4)

injektiv ist, also fiir alle verschiedenen parallelen Morphismen fi, fo: X — Y folgt, dass
Home(f1, Z) # Home( f2, Z). Das ist dquivalent zur Existenz eines Morphismus g: Y — Z
mit g o fi = Home(f1,2)(g) # Home(fa, Z)(g) = g o fo, was genau die Bedingung ist,
dass Z ein Kogenerator ist. O]
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Injektive und projektive Objekte

Injektive und projektive Objekte sind die Verallgmeinerung von injektiven und projektiven
Moduln von der Modultheorie auf die Kategorientheorie.

5.1 Injektive Objekte

Definition 5.1 (Injektives Objekt). Fiir eine Kategorie C ist ein Objekt I € ObC, fiir
das es VX, Y € ObC, fir alle Monomorphismen ¢ € C(X,Y) und:

\4 d i f=foo (5.1)

feC(X,I) freC(Y.I)

also fir den das Diagramm:

x-1.r

¢
7/

Y

kommutiert, ein injektives Objekt.
Hat C ein terminales Objekt 1 € Ob(C, dann ist ! =! o ), weshalb:

Korollar 5.2. Jedes terminale Objekt ist injektiv.
Beispiel 5.3. In Set ist jedes Objekt (Menge) injektiv.
Lemma 5.4. Retrakte von injektiven Objektes sind injektiv.

Beweis. Sei C eine Kategorie und I € Ob(C injektiv. Sei X € ObC ein Retrakt von [
und seien f: X — I und g: I — X Morphismen mit gf = idyx. Sei ¢: Z — Y ein
Monomorphismus und h: Z — X ein Morphismus. Da fh: Z — [ gibt esein h': Y — [

mit fh = h'v, also h = gh'y.
Y%Z
]—>X
idI
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Lemma 5.5. Das Produkt injektiver Objekte ist injektiv.
Beweis. Sei (X;);cr eine Familie injektiver Objekte. XXXX O

Lemma 5.6. In einer lokal kleinen Kategorie C st ein Objekt I € ObC genau dann
injektiv, wenn Home(—, I): C°P — Set alle Monomorphismen auf surjektive Abbildungen
abbildet.

Beweis. XXXX O

5.2 Projektive Objekte

Definition 5.7 (Projektives Objekt). Fir eine Kategorie C ist ein Objekt P € ObC, fiir
das es VX,Y € ObC, fir alle Epimorphismen ip € C(X,Y) und:

Y = ):f:¢of’ (5.2)

feC(PY) f'eC(P,X

also fir den das Diagramm:

X

¥

A

’

I
/

7/

kommutiert, ein projektives Objekt.
Hat C ein initiales Objekt 0 € ObC, dann ist ! = o!, weshalb:
Korollar 5.8. Jedes initiale Objekt ist projektiv.
Beispiel 5.9. In Set ist jedes Objekt (Menge) projektiv.
Lemma 5.10. Retrakte von projektiven Objektes sind projektiv.

Beweis. Sei C eine Kategorie und P € Ob(C projektiv. Sei X € ObC ein Retrakt von
P und seien f: X — P und g: P — X Morphismen mit gf = idp. Sei ¢¥: Y — Z ein
Epimorphismus und h: X — Z. Da hg: P — Z gibt esein h': P — Y mit hg = I/, also
h =vh'f.

idp

x1.p 9.x

AN

Y ; Z
m
Lemma 5.11. Das Koprodukt projektiver Objekte ist projektiv.
Beweis. Sei (X;);cr eine Familie projektiver Objekte. XXXX O

Lemma 5.12. In einer lokal kleinen Kategorie C ist ein Objekt P € ObC genau dann

projektiv, wenn Home(P,—): C — Set alle Epimorphismen auf surjektive Abbildungen
abbildet.

Beweis. XXXX O
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Lokalitat

6.1 Lokale Objekte

Sei C eine Kategorie und J C ArC eine Klasse an Morphismen.

Definition 6.1 (J-lokales Objekt). Ein Objekt X € ObC, fiir welches Home(f, X) fiir
alle f € J ein Isomorphismus (eine Bijektion) ist, wird J-lokales Objekt genannt.

Beispiel 6.2. Terminale Objekte sind J-lokal fiir jedes J C ArC.

6.2 Lokale Morphismen

Definition 6.3 (J-lokaler Morphismus). Fin Morphismus f € ArC, fir den Home(f, X)
fir jedes J-lokale Objekt X € ObC ein Isomorphismus (eine Bijektion) ist, wird J-lokaler
Morphismus genannt.

Beispiel 6.4. Isomorphismen sind J-lokal fiir jedes J C ArC.
Beispiel 6.5. Alle Morphismen in J sind J-lokale Morphismen.

Lemma 6.6. Die Komposition von W -lokalen Morphismen ist ein W -lokaler Morphis-
mus.

Beweis. Sei X ein W-lokales Objekt und seien f,g € ArC komponierbare Morphismen,
dann ist Home(g o f, X) = Home(f, X) o Home(g, X) bijektiv. O

Lemma 6.7. Die Retraktion eines J-lokalen Schnittes ist J-lokal.

Beweis. Sei s: X — Y ein J-lokaler Schnitt und r: Y — X mit r o s = idx dessen
Retraktion. Sei Z ein J-lokales Objekt, dann ist Home (s, Z) bijektiv und wegen:

Home(s, Z) o Home(r, Z) = Home(r o s, Z) = Home (idx, Z) = iduome(x,2) (6.1)
ist Home(r, Z) = Home(s, Z)~! bijektiv, also r eine J-lokale Retraktion. O
Lemma 6.8. Der Schnilt einer J-lokalen Retraktion ist J-lokal.
Beweis. Analog zum Beweis von Lemma (6.7]). m

Lemma 6.9. Ein J-lokaler Morphismus, dessen Domdne ein J-lokales Objekt ist, ist ein
Schnitt. (Nach Lemma ist dessen Retraktion J-lokal.)
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Beweis. Sei f: X — Y J-lokal mit X J-lokal, dann ist Hom¢(f, X): Home(Y, X) —
Endc(X) bijektiv, also insbesondere surjektiv. Daher gibt es einen Morphismus g: ¥ — X
mit g o f = Home(f, X)(g) = idx. O

Lemma 6.10. Fin J-lokaler Morphismus, dessen Kodomdne ein J-lokales Objekt ist, ist
XXXX.

Beweis. Sei f: X — Y J-lokal mit Y J-lokal, dann ist Home(f,Y): Ende(Y) — Home(X,Y)
bijektiv, also XXXX O

Lemma 6.11. Ein J-lokaler Morphismus zwischen J-lokalen Objekten ist ein Isomor-
phismus.

Beweis. Ein J-lokaler Morphismus f: X — Y zwischen J-lokalen Objekten X und Y hat
(da dom(f) = X J-lokal ist) nach Lemma eine J-lokale Retraktion ¢g: Y — X. Da
deren Domine ein J-lokales Objekt ist, ist diese (da dom(g) =Y J-lokal ist) nach Lemma,
ebenso ein Schnitt und daher nach Korollar (XXXX) ein Isomorphismus. XXXX [
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Kapitel 7

(Ko)zusammenhangende Objekte

Die Definition von zusammenhingenden Rdumen in der Topologie benutzt die offenen
Mengen, ist aber dquivalent zu einer rein kategorientheoretischen Definition. Die Ab-
bildung eines zusammenhéngenden topologischen Raumes in einen anderen, muss we-
gen zusammenhéingenden Bildes von ersterem iiber eine Zusammenhangskomponente des
letzteren faktorisieren. Das Koprodukt von topologischen Rdumen besteht als disjunkte
Vereinigung insbesondere aus verschiedenen Zusammenhangskomponenten.

Definition 7.1 (Zusammenhingendes Objekt). Fir eine Kategorie C wird ein Objekt
X € ObC, fir welches der (kovariante) Funktor:

X = Home(X,—): C — Set (7.1)
alle Koprodukte erhdlt, zusammenhingend genannit.

Beispiel 7.2. In einer Kategorie C mit initialem Objekt 0 € ObCC ist dieses nicht zusam-
menhdngend, da fir Objekte XY € ObC (fir die ihr Koprodukt X +Y ezistiert):

Home (0, X +Y) = {x} 2 {x} + {*} = Hom¢(0, X) + Hom¢(0,Y). (7.2)

Lemma 7.3. Zusammenhdangende Limiten von zusammenhdngenden Objekten sind zu-
sammenhdngend.

Beweis. Sei X:Z — C ein zusammenhéngendes Diagramm (also Z zusammenhéngend)
mit X; € ObC zusammenhingend fiir jedes ¢ € ObC(, fiir welches ein Limes existiert.
Sei (Y;)jes eine Familie, fiir welche ein Koprodukt existiert. Mit Gleichung (20.17) und
XXXX ist:

Homg (@XHY]) = lim Homg <XHYJ) = @HHomc (X;,Y;)

i€l jeJ €1 jeJ €T jeJg
= [ ] lim Home (X, Y;) = [ ] Home <@XYJ> : (7.3)
jeJ el jeJ i€l
womit liglie . X; zusammenhingend ist. O

Lemma 7.4. Fir emen Epimorphismus f: X — Y mit Y zusammenhdngend ist X
zusammenhdngend.

Beweis. Die durch Vorkomposition induzierte Abbildung f* ist nach Korollar (3.17)) in-
jektiv. XXXX O
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Definition 7.5 (Kozusammenhingendes Objekt). Fir eine Kategorie C wird ein Objekt
Y € ObC, fir welches der (kovariante) Funktor:

A~

Y = Home(—,Y): C? — Set (7.4)
alle Produkte in Koprodukt umwandell, kozusammenhéngend genannt.

Beispiel 7.6. In einer Kategorie C mit terminalem Objekt 1 € ObC ist dieses nicht
kozusammenhdngend, da fir Objekte X,Y € ObC (fir die ihr Produkt X XY existiert):

Home (X x Y, 1) = {x} 2 {*} + {*} = Hom¢(X, 1) + Hom¢(Y, 1). (7.5)

Lemma 7.7. Zusammenhdingende Kolimiten von kozusammenhdngenden Objekten sind
kozusammenhdngend.

Beweis. Sei X:Z — C ein zusammenhéngendes Diagramm (also Z zusammenhéngend)
mit X; € ObC kozusammenhingend fiir jedes i € Ob(, fiir welches ein Kolimes existiert.
Sei (Y;)jes eine Familie, fiir welche ein Produkt existiert. Mit Gleichung (20.18) und
XXXX ist:

Homg (H Xi,lgnY]) — lim Home (H Xi,Yj) = lim [ | Home (X, Y7)

iel JjeTJ JjeJ iel J€T iel

— H@Homa (X;,Y;) = [ [ Home <Xi7@m> :
iel JEJ iel JjeT

womit l&qie ; Xi kozusammenhéngend ist. 0

Lemma 7.8. Fiir einen Monomorphismus f:Y — Z mit Y kozusammenhdngend ist Z
kozusammenhdngend.

Beweis. Die durch Nachkomposition induzierte Abbildung f, ist nach Korollar (3.9) in-
jektiv. XXXX O

7.1 Lokal zusammenhingende Objekte und Kategorien

Definition 7.9 (Lokal zusammenhingendes Objekt). Fin Objekt, welches sich als Ko-
produkt von zusammenhdngenden Objekten darstellen ldsst, wird lokal zusammenhé&ngend
genannt.

Definition 7.10 (Lokal zusammenhéingende Kategorie). Fine Kategorie, in der jedes
Objekt lokal zusammenhdngend ist, also sich als Koprodukt von zusammenhdngenden Ob-
jekten darstellen ldsst, wird lokal zusammenhéngend genannt.
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Kapitel 8

(Ko)kompakte Objekte

Definition 8.1 (Kompaktes Objekt). Fir eine Kategorie C wird ein Objekt X € ObC,
fir welches der (kovariante) Funktor:

X = Home(X,—): C — Set (8.1)
alle gefilterten Kolimiten erhdlt, kompakt genannt.

Definition 8.2 (Kokompaktes Objekt). Fiir eine Kategorie C wird ein Objekt Y € ObC,
fir welches der (kovariante) Funktor:

~

Y = Home(—,Y): CP — Set (8.2)

alle gefilterten Limiten in gefilterte Kolimiten umwandelt, kokompakt genannt.
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Kategorielle Konstruktionen
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Kapitel 9

Scheiben- und Koscheibenkategorien

Da Objekte keine eigene Struktur besitzen, konnen sie nur durch ihre Verbindungen zu
anderen Objekten untersucht werden. Insbesondere kénnen fiir ein Objekt sidmtliche in
es hinein- und hinausgehenden Morphismen untersucht werden, die selbst wiederrum eine
Kategorie bilden.

Definition 9.1 (Scheibenkategorie). Fir eine Kategorie C und ein Objekt Y € ObC ist
C/Y mit:
Ob(C/Y) :={f € ArClcod(f) =Y} (9.1)

Home,y (f: X =Y, 9: X' = Y) :={¢ € Home(X, X')|f = go ¢} (9.2)
die Scheibenkategorien.

Definition 9.2 (Koscheibenkategorie). Fiir eine Kategorie C und ein Objekt Y € ObC
ist Y\C mit:
Ob(Y\C) ={f € ArC|dom(f) =Y} (9.3)

Homyc(f: Y = Z,9: Y = Z') = {¢ € Home(Z,Z')|g = ¢ o f} (9.4)
die Koscheibenkategorien.

Beispiel 9.3. Es ist Set /() = T die terminale Kategorie, da die leere Menge () die einzige
Menge mit einem Morphismus in die leere Menge () ist.

Beispiel 9.4. Fiir einen topologischen Raum X ist die Kategorie Cov(X) der Uberlage-
rungen von X eine volle Unterkategorie von Top/X.

Korollar 9.5. Fir eine Kategorie C und ein Objekt Y € ObC st idy ein initiales Objekt
in Y\C und ein terminales Objekt in C/Y . Umgekehrt ist:

Homg/y (idx, f) = Sec(f); (9.5)
Homy\c(g,idx) = Ret(g). (9.6)
Lemma 9.6. Fir eine Kategorie C mit initialem Objekt 0 € ObC ist:
0\C = C. (9.7)
Beweis. XXXX N
Lemma 9.7. Fir eine Kategorie C mit terminalem Objekt 1 € ObC ist:
C/1=C. (9.8)
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Beweis. XXXX N

Definition 9.8 (Punktierte Kategorie). Fir eine Kategorie C mit terminalem Objekt
1 € ObC ist:

C,:=1\C (9.9)

dessen punktierte Kategorie.
—\C: C — Cat (9.10)
C/—: C — Cat (9.11)

Fiir eine Kategorie C, Objekte X, Y € ObC und einen Morphismus f: X — Y gibt durch
Nachkomposition und Basiswechsel induzierte Funktoren auf Scheibenkategorien:

fi:C/X = C/Y,h— foh,drs ¢ (9.12)

f*:C/lY 5 C/X,h—=h*"=hxy X,¢p— ¢ (9.13)

sowie durch Kobasiswechsel und Vorkomposition induzierte Funktoren auf Koscheibenka-
tegorien:

fo: X\C = Y\C,i— i, =h+x Y, 0 — . (9.14)
f Y\C = X\C,isiof s (9.15)

Die Morphismen ¢* bzw. ¢, beim Basis- bzw. Kobasiswechsel kommen dabei durch die
universelle Eigenschaft des Faser- bzw. Kofaserprodukt zustande:

X xy B-2,B x—f .y
|
| ¢ q{ i zJ
< fl*
el X Xy A—— A % i ATA—i-XYi;
* [
lh* hl ¥ Py |
3
XT)Y B——B+xY

Offenbar ist (idx)r =c/x bzw. (idx)' =x\c sowie (go f)i =g o fi bzw. (go f)' = f'o .

Aus den Lemmata (3.7)), (3.15)), (3.24) und (3.27) folgt direkt:

Korollar 9.9. Ist f monisch bzw. episch bzw. eine Retraktion bzw. ein Schnitt, dann
erhalten fi und f' jeweils Monomorphismen bzw. Epimorphismen bzw. Retraktionen bzw.
Schnitte.

Aus den Lemmata (3.8]) und (3.28) folgt:

Korollar 9.10. Erzeugt f' einen Monomorphismus bzw. Schnitt, dann ist f ein Mono-
morphismus bzw. Schnitt.

Aus den Lemmata (3.15) und (3.25) folgt:

Korollar 9.11. Erzeugt fi einen Epimorphismus bzw. Retraktion, dann ist f ein Epimor-
phismus bzw. Retraktion.
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Lemma 9.12. Ist f monisch, dann ist f, volltreu und f* erhdlt Monomorphismen.

Beweis. 1.): XXXX IL.): Ist f monisch, dann ist nach Lemma (14.7) ebenso f; monisch.
Ist ¢ monisch, dann ist f{0¢* = ¢o f3 nach Lemma (3.7) monisch, womit ¢* nach Lemma
(3.8) monisch ist. O

Lemma 9.13. Sind f und f*(¢) jeweils Retraktionen, dann ist ¢ eine Retraktion.

Beweis. Ist f eine Retraktion, dann ist nach Lemma ((14.7)) ebenso f; eine Retraktion. Ist
¢* = f*(¢) eine Retraktion, dann ist f; o ¢* = ¢ o f5 nach Lemma (3.24]) eine Retraktion,
womit ¢* nach Lemma (3.25]) eine Retraktion ist. O

Lemma 9.14. Ist f episch, dann erhdlt f. Epimorphismen und f' ist volltreu.

Beweis. 1.): Ist f episch, dann ist nach Lemma (14.17) ebenso f! episch. Ist 1) episch,
dann ist ¢, o f} = f? 04 nach Lemma (3.15)) episch, womit 1, nach Lemma (3.15) episch
ist. I1.): XXXX ]
Lemma 9.15. Sind f und f.(v) jeweils Schnitte, dann ist ¢ ein Schnitt.

Beweis. Ist f ein Schnitt, dann ist nach Lemma ((14.17)) ebenso f! ein Schnitt. Ist ¢, =
f+(1) ein Schnitt, dann ist 1, o f} = f? o1 nach Lemma (3.27)) ein Schnitt, womit 1) nach
Lemma ({3.28)) ein Schnitt ist. O

Lemma 9.16. Es gilt fi 4 f* und f. 4 f'. Ist C eine Modellkategorie, so erhalten fi
bzw. f' als Identititen auf Morphismen jeweils (triviale) Kofaserungen bzw. (triviale)
Faserungen, womit sich sogar Quillen-Adjunktionen ergeben.

Beweis.
x—I .y
A
C f—> C+x }/
D
P
Seien a: A — X und b: B — Y sowie ¢c: X — C' und d: Y — D, dann sind:
Homg,y (fia = f o a,b) = Homge,x(a, f*b), ¢ & ¢ (9.16)
Homx\c(c, f'd = d o f) S Homy\c(fuc, d), ¥ S o* (9.17)
O
Es gibt kanonische Vergissfunktoren:
U:C/X ->C,(A=-X)— A p— ¢ (9.18)
V:X\C—-C,(X = A)— A d— ¢ (9.19)

Gibt es ein Nullobjekt €2, dann gibt es dariiber hinaus mit dem Nullmorphismus die
Funktoren: ' '
F:CoC/X, A= QUux=(A—>Q—=>X),0— ¢
G:C—X\C, A Qxa=(X 5 Q5 A), ¢ ¢
Homg,x (F'A, FB) = Home/x (24,x, 2 x) = Home (A, B)
HOIIIX\C(GA, GB) = HOHlX\(C(QX’A, QX,B) = HOIIlc<A, B)

9.20

9.21
9.22

)
)
)
9.23)

(
(
(
(
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Korollar 9.17. Fiir Kategorien C und D, ein Objekt ¢ € ObC sowie einen Funktor
F: C — D gibt es induzierte Funktoren:

Fio:Clc = D/Fc, f— Ff,¢— F¢ (9.24)
aF:c\C— Fc\D, f— Ff ¢ — Fo¢ (9.25)

Lemma 9.18. Ist F' treu, dann sind F). und o F treu. Ist ' volltreu, dann sind F. und
o F volltreu.

Beweis. Seien x: X — C und y: Y — C Objekte in C/C sowie 2': C' — X' und ¢/: C —
Y’ Objekte in C'\C.

Frexy
Homg o (x,y) —— Homp,pe(Fz, Fy)
T U

Home(X,Y) ——— Homp(FX, FY)
X,V

C’\FX’ Y?

Homenc(2',y') —= Homp\p(F2', F'y')
1% w

Home(X,Y) ——— Homp(F X', F'Y”)
X!y’

I.): Ist Fyy injektiv, dann ist UFcxy = FxyT injektiv, womit Fjc xy injektiv ist.
Ist Fxy injektiv, dann ist W\ Fxy = FxyV injektiv, womit o Fy)y injektiv ist. IL.):
XXXX O

Fiir eine weitere Kategorie £ und einen weiteren Funktor G: D — & ist:
(GoF)j=GpcoF): Clc=D/Fc— E/GFc (9.26)

A(GoF)=paGo\F:c\C— Fc\D — GFc\& (9.27)

9.1 Paarung in Scheibenkategorien

Faser- bzw. Kofaserprodukte kombinieren jeweils zwei Morphismen mit gleicher Kodoma-
ne bzw. Doméne zu einem Morphismus (der diagonalen Komposition) mit der gleichen
Kodoméne bzw. Doméine. Dies ergibt fiir Scheiben- und Koscheibenkategorien jeweils
Paarungen.

A ' xx B’ Axy B —-=> B’ X A A
e NN A |
A'xx B——Axx B B |vv|l B Aty B2 A 1y B
l b " w*J K
A A X B ——A+xB A4y B
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Fiir die Scheibenkategorie ergibt sich ein kovarianter Funktoi] (—, —): C/X x C/X —
C/X durch die Festlegungen:

(a,b) .= (Axx B— X) (9.28)
(p,b) :=¢*: A" xx B— A xx B entspricht (a’,b) — (a,b) (9.29)
{a,) :=v9*: Axx B'— A xx B entspricht (a,b') — (a,b) (9.30)
(p, ) :=(: A" xx B' — A xx B entspricht (a’, V') — (a,b) (9.31

Fiir die Koscheibenkategorie ergibt sich ein kovarianter Funkto
(X\C)°® — X\C durch die Festlegungen:

9

(= =) (X\NC)* x

(a,b) := (X — A+x B) (9.32)
(9,b) := ¢.: A+x B — A" +x B entspricht (a,b) — (da’, b) (9.33)
(a,v) :=1.: A+x B — A+x B’ entspricht (a,b) — (a, V) (9.34)
(p, ) :=n: A+x B — A" +x B entspricht (a,b) — (a’, V') (9.35)

9.2 Doppelscheibenkategorien

Fiir eine Kategorie C und Objekte X, Y € Ob(C ist ein Morphismus f: X — Y ein Objekt
von X \C sowie C/Y, daher kénnen die Doppelscheibenkategorien f\(X\C) und (C/Y)/f
betrachtet werden.

C— ™D X
Y y lf
X oy N\
c d
| LN
Y A___ B
€
~ Jepi
Homp\(x\c) (1, v) = Homy\c(pt, ) = Homx\c(a,b) (9.36)
- S oo
Homc,y)/f(¢,¥) = Home x(¢,¢) = Homg,y(c,d) (9.37)

Neben den kanonsichen Vergissfunktoren U: f\(X\C) - X\Cund V: (C/Y)/f — C/Y
aus den Gleichungen (XXXX) und (XXXX) gibt es dariiber hinaus kanonische Vergiss-
funktoren:
U': AA\(X\C) = Y\C, (u: f —wa)— (u: C = X),E— & (9.38)
V' (C/Y))f = C/X,(p:c— [l (¢: Y — A), x — X (9.39)

mit f'oU’'=U und fio V' =V.

! Die Erfiillung der Funktoreigenschaften folgt aus der Eindeutigkeit des universellen Morphismus des
Faserproduktes.

2Die Erfiillung der Funktoreigenschaften folgt aus der Eindeutigkeit des universellen Morphismus des
Kofaserproduktes.
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Kapitel 10

Klassen und Kategorien der Elemente

Der Begriff des Elementes einer Menge lisst sich nicht direkt auf die Kategorientheorie
verallgemeinern, da Objekte iiber keine weitere Struktur verfiigen. Fiir eine Menge X
entspricht jedes Element z € X jedoch eineindeutig einer Abbildung 1 — X, — x aus
der initialen (einelementigen) Menge 1 = {0} = {0} in die Menge X.

Definition 10.1 (Globales Element). Fir eine Kategorie C mit initialem Objekt 1 € ObC
und ein Objekt X € ObC ist ein Morphismus 1 — X ein globales Element von X.

Definition 10.2 (Klasse der Elemente). Die Morphismen in Home(X,Y) werden auch
X-wertige Punkte von'Y genannt. Die Klasse:

El(Y):= (] Home(X,Y) (10.1)

1st die Klasse der Elemente von Y.
Offenbar ist VY € Ob(C: idy € EI(Y).

Definition 10.3 (Kategorie der Elemente, kovariant). Fir eine Kategorie C und einen
kovarianten Funktor F': C — Set ist EI(F') mit:

Ob(El(F)) :={(C,z)|C € ObC,z € FC} (10.2)
Hompg g ((C, z), (C", 2")) :== {f € Home(C,C")|F(f)(z) = 2’} (10.3)
die Kategorie der Elemente von F.

Fiir die Kategorie der Elemente von F' wird auch:

/(C F = /X:(C FX :=EI(F) (10.4)

geschrieben.

Definition 10.4 (Kategorie der Elemente, kontravariant). Fir eine Kategorie C und
einen kontravarianten Funktor F': C — Set ist EI(F') mit:

Ob(EL(F)) = {(C,2)|C' € ObC,x € FC} (10.5)
Homp((C, z), (C", 7)) = {f € Home(C, C")|F(f)(2') = x} (10.6)

die Kategorie der Elemente von F.
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Fiir die Kategorie der Elemente von F' wird auch:

/CF: /X:C FX :=EI(F) (10.7)

geschrieben.

Beispiel 10.5. Die Kategorie der Elemente des Identitdtsfunktors se; auf Set ist die
punktierte Kategorie Set,:
Elges = Set,. (10.8)

Lemma 10.6. Koscheibenkategorien lokal kleiner Kategorien sind spezielle Kategorien
der Elemente. Fiir eine lokal kleine Kategorie C und ein Objekt X € ObC ist:

ElHome(X, —) = X\C. (10.9)

Beweis. XXXX

Ob ElHome(X, —) = {(Y, f)|X € ObC, f € Home(X,Y)} = Ob(X\C)  (10.10)

HomElHomc(Xﬁ)((Ya f)? (Y/’ f/)) = {¢ S Homc(Y, Y/)|¢ of= HomC(X> ¢)(f) = f/}
~ Home((Y, £), (V', ) (10.11)

[]

Lemma 10.7. Scheibenkategorien lokal kleiner Kategorien sind spezielle Kategorien der
Elemente. Fiir eine lokal kleine Kategorie C und ein Objekt Y € ObC ust:

ElHome(—,Y) =C/Y. (10.12)

Beweis. XXXX

Ob ElHome(—, Y) = {(X, f)|X € ObC, f € Home(X,Y)} = Ob(C/Y)  (10.13)

Homg some(y) (X, £), (X', £1)) = {6 € Home (X, X')| ' 0 ¢ = Home (6, V)(f) = f}
— Homgyy (X, f), (X', /") (10.14)

]

Lemma 10.8. Ein kovarianter Funktor F: C — Set ist genau dann darstellbar, wenn
EI(F) ein initiales Objekt besitzt.

Beweis. XXXX O

Lemma 10.9. Fin kontravarianter Funktor F: C — Set ist genau dann darstellbar,
wenn E1(F) ein terminales Objekt besitzt.

Beweis. XXXX OJ
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Kapitel 11

Globaler Schnittfunktor

Definition 11.1 (Globaler Schnittfunktor). Fir eine lokal kleine Kategorie C mit termi-
nalem Objekt 1 € ObC ist der kovariante Funktor:

I' :== Home(1, —): C — Set (11.1)

der globale Schnittfunktor, welcher insbesondere einem Objekt die Menge seiner globalen
Elemente zuordnet.

Beispiel 11.2. Fiir C = Set ist I' =: Set — Set.

Die Kategorie der Elemente des globalen Schnittfunktors ist mit Definition (11.1)),
Lemma ([10.6) und Definition die punktierte Kategorie:

EIT = ElHom¢(1,—) = 1\C = C.,. (11.2)

Ein Vorteil der Kategorie Set der Mengen ist, dass sich jede Menge als Koprodukt (dis-
junkte Vereinigung) von terminalen Objekten (einelementigen Mengen) mit ihr selbst als
Indexmenge darstellen lidsst. In allgemeineren Kategorien mit terminalem Objekt lésst
sich dieses Vorgehen analog iibertragen.

Beispiel 11.3. Fiir C = Set ist A =: Set — Set.
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Kommakategorien

Definition 12.1 (Kommakategorie). Fir Kategorien A, B und C und Funktoren F, G

mat:
AL c & B,
ist die Kategorie (F' | G) mit:

(12.1)

I.) Tripeln (a, B, f) mit « € Ob A, 5 € ObB und f € Home(Fo,GB) als Objekten
IL.) fir (o, B8, f), (&, 8, f") € Ob(F | G) Tupeln (g,h) mit g € Hom (e, ) und h €

Homg(B, f'), sodass:
J'oFg=Ghof,

also sodass das Diagramm:

Fg
Fa——= Fd

1T

/
GB— Gp
kommutiert, als Morphismen,

die Kommakategorie.

Fiir eine solche Kommakategorie (F' | G) gibt es Vergissfunktoren:

(FLG) = A (o, B, f) = a,(g,h) — g
(FLG) =B, (o, 8, f) = B.(g,h) = h

12.1 Pfeilkategorien

Definition 12.2 (Pfeilkategorie). Fir eine Kategorie C ist:
C” = (clc)
thre Pfeilkategorie. Das entsprechende Diagramm ist:

C5C+C

(12.2)

(12.5)

(12.6)

Nun gibt es fiir eine Kommakategorie (F' | G) gibt es nun einen weiteren Vergissfunk-

tor:

(F1G)—=C7 (a,8,f) = [, (g,h) = (Fg,Gh)
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12.2 Kategorie der Objekte unter X

Definition 12.3 (Kategorie der Objekte unter X). Fir die terminale Kategorie T, eine
Kategorie C mit einem Objekt X € ObC und einem Funktor F: T — C mit X = F(T)
181:

(X 4C):= (F Jo) (12.8)
die Kategorie der Objekte unter X. Das entsprechende Diagramm ist:

TLHCEC (12.9)

(X,idy) ist ein initiales Objekt von (X | C). Ist X bereits ein initiales Objekt von C,
so ist (X | C) = C.

12.3 Kategorie der Objekte iiber X

Definition 12.4 (Kategorie der Objekte unter X). Fir die terminale Kategorie T, eine

Kategorie C mit einem Objekt X € ObC und einen Funktor F': T — C und X = F(T)
18t:
(€C4X) = (cb F) (12.10)

die Kategorie der Objekte unter X. Das entsprechende Diagramm ist:

cscET (12.11)

X ist ein terminales Objekt von (C | X). Ist X bereits ein terminales Objekt von C,
so ist (C | X) = C.
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Produkte und Koprodukte

13.1 Produkte von Objekten

Das kartesische Produkt in der Mengenlehre ordnet zwei oder mehr Mengen eine gemein-
same Menge zu. Die Definition gibt diese explizit an, eine alternative Konstruktion durch
eine universelle Eigenschaft ermdoglicht es das Produkt ebenso fiir allgemeine Kategorien
zu betrachten.

Definition 13.1 (Produkt zweier Objekte). Fiir eine Kategorie C und Objekte XY €
ObC ist ein Objekt 11 € ObC zusammen mit Morphismen wx € Home(I1, X) und my €
Hom¢(I1,Y'), den Projektionsmorphismen, sodass:
VII' € ObCV7y € Home (I, X), 7}, € Home(IT', Y)3l) € Home (1T, 1) :
Ty =Tx 0 ATy =Ty 01) (13.1)

also fiir die das Diagramm.:

kommutiert, ein Produkt von X und Y.

Bemerkung 13.2. Fir II' = II, 7y = nx und 7%, = my ist ¥ = idny der universelle
Morphismus.

Das Produkt zweier Objekte ist nicht eindeutig.

In der Kategorie der Mengen sind 7x: X x Y — X, (z,y) — z und 7y: X XY —
Y, (z,y) — y die Projektionsmorphismen.

Lemma 13.3. Fir eine Kategorie C mit terminalen Objekt 1 € ObC ist fiir jedes Objekt
X € ObC:
Xx121x X=X, (13.2)
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Beweis. Das folgt aus dem kommutativen Diagramm:

N
—>1

X |
|
X

]

Lemma 13.4. Das Produkt ist assoziativ und kommutativ bis auf Isomorphie. Fir eine
Kategorie C und Objekte XY, Z € ObC 1ist:

(X xY)x Z2X x (Y x Z); (13.3)
X XY 2V xX. (13.4)
Beweis. Die Kommutativitit folgt direkt aus Definition (13.2)). XXXX O

XXXX

Aufgrund der Assoziativitat des Produktes zweier Objekte nach Lemma lassen sich
induktiv Produkte von endlich vielen Objekten definieren. Die universelle Eigenschaft
von Definition fiir zwei Objekte ldsst sich jedoch ebenso fiir beliebige Familien von
Objekten betrachten.

Definition 13.5 (Produkt mehrerer Objekte). Fiir eine Kategorie C, eine Indexmenge
I und eine Familie (X;);c; € ObC von Objekten ist ein Objekt I1 € ObC zusammen mit
Projektionsmorphismen ; € Home(I1, X;), fir die:

VII' € ObCVr, € Home (I, X;)3!) € Home (I, II)Vi € I: 7, = m; 09 (13.5)

also die das Diagramm:

mr—Y
1 Xz

kommutieren lassen, ein Produkt von (X;)er.

Bemerkung 13.6. Fir II' = Il und n, = m; fir alle i € I ist ¢ = idyy der universelle
Morphismus.

Bemerkung 13.7. Fir die leere Menge als Indexmenge wird das leere Produkt geschrie-

ben als:
110 (13.6)

0

und ist (falls existent) isomorph zum terminalen Objekt.

Das Produkt mehrerer Objekte ist nicht eindeutig, jedoch gilt:
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Lemma 13.8. Je zwei Produkte einer Familie von Objekten sind isomorph.

Beweis. Sei C eine Kategorie, (X;);e; € ObC eine Familie an Objekten und II, II" € Ob(C
zwei Produkte von ihnen mit entsprechenden Projektionsmorphismen von diesen. Per
Definition gibt es genau ein ¢ € Home(IT',II) mit Vi € I: 7, = m; 0o ¢ und genau ein
Y € Home(I1, I1") mit Vi € I: m; = 7} o ¢’, womit:

Viel:m=motor) (13.7)

und die Diagramme:
idn 1110111'

\/

kommutieren. Aufgrund der Eindeutigkeit des entsprechenden Morphismus zwischen den
Produkten per Definition gilt idy = 1 o ¢" und umgekehrt auch idy = ¢’ o 9. O

Das Produkt wird aufgrund dieser Eindeutigkeit bis auf Isomorphie auch als:

n=][x (13.8)

i€l
geschrieben.
Home (X, [[;c; Vi) [L;c; Home (X, Y))
H%\) /
Hom¢ (X, Y;)

Lemma 13.9. Fir eine Kategorie C, eine Indexmenge I, eine Familie (Y;);e; € ObC von
Objekten und ein Objekt X € ObC ist:

Home <XHY) = [ [ Home (X, Y5). (13.9)

iel icl
Bewezis.
P
A Hom, (X Hzel )
Hom¢ (X, Y;)

Seien A eine Menge und 7;: A — Home (X, Y;) eine Familie von Abbildungen von Mengen,
dann ergibt sich fiir jedes Element a € A eine Familie 7}(a): X — Y; von Morphismen.
Nach der universellen Eigenschaft des Produktes gibt es genau einen universellen Mor-
phismus ¢ (a): X — [],.; Y; mit 7j(a) = m; 0 ¢(a). Es gibt daher genau eine Abbildung
Y: A — Home (X, [],c; Vi) . a — ¢(a) mit 7} = Home(X, ;) 0 ¢. Home (X, [T, Y:) er-
fiilllt daher die Eigenschaft des Produktes der Familie Home (X, Y;), womit die Behauptung
nach Lemma folgt. O
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13.2 Produkte von Morphismen

In der Definition des Produktes zweier Objekte wird der (eindeutige) universelle
Morphismus 1 von den beiden Morphismen 7y und 7 induziert und kann daher sinn-
voller als 7y x 73, bezeichnet werden.

Das bedeutet, dass Morphismen f: A — X und g: A — Y zu einem gemeinsamen Mor-
phismus f xg: A — X xY kombiniert werden kénnenﬂ In der Kategorie Set der Mengen
ist diese Abbildung gegeben durch a — (f(a), g(a)). Fiir den Spezialfall der Projektions-
morphsimen x: X XY — X und 7y: X X Y — Y folgt nach Bemerkung (13.2)), dass
Tx X Ty =idxxy: X XY = X xY.

A\/\ AxB—— A ;
fXg\\X l f)(;\ﬂ \
XxY—X B XxYy—X

Ein spezielles Produkt zweier Morphismen ist das zweier Identitdtsmorphismen. Fiir ein
Objekt X € ObC sei:
AX = idXXidxi X—)XXX, (1310)

der Diagonalmorphismus, welcher ein Schnitt (Rechtsinverses) ist, wie das Diagramm:

zeigt, und daher nach Lemma (3.33)) insbesondere monisch ist.

Lemma 13.10. Fir einen Morphismus f: X — Y ist:

Fxf=Ayof. (13.11)

Beweis. XXXX N

Lemma 13.11. Fir Morphismen f1: X1 — Y, und fo: Xo — Yy sowie g1: Y1 — Z; und
go: Yo — Zy ust:
(91 % g2) o (fr X f2) = (g1 0 f1) X (g2 0 fa). (13.12)

Beweis. XXXX 0
LA ist dabei II'; X x Y ist II, f ist 7% und g ist 7}, im Vergleich mit Definition 1}
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Fiir den Spezialfall der Projektionsmorphsimen 7;: II — X, folgt nach Bemerkung

(13.6), dass:
[[7=idu: T — 1L (13.13)

icl

Lemma 13.12. Sei (X;)ic; eine Familie von Objekten, 11 = [],., X; ihr Produkt und
(mi: I — X;)ier die Familie der dazugehorigen Pr0]ektzonsm0rphzsmen. Sei (g;: B —
Xi)ier eine Familie von Morphismen und einen Morphismus f: A — B ist:

[[giof) = (Hm) f. (13.14)

el el
Beweis. Beide Morphismen treten als universeller Morphismus der Familie (g; 0 f: A —
X )ier auf und sind daher aufgrund der universellen Eigenschaft isomorph:

[Licr(giof)

Xi

A I1

O

Durch Kombination von Gleichung (13.13) und Lemma ((13.12)) zeigt sich, dass jeder
Morphismus h: C' — I in ein Produkt (bis auf Isomorphie) selbst als Produkt dargestellt

werden kann:
h = idy oh = (Hw> oh = [](mioh). (13.15)

el el

13.3 Koprodukte von Objekten

Definition 13.13 (Koprodukt zweier Objekte). Fir eine Kategorie C und Objekte X, Y €
ObC ist ein Objekt 11 € ObC zusammen mit Morphismen tx € Home (X, 1) und 1y €
Home (Y, 11), den Einbettungsmorphismen, sodass:
VII' € ObCV/y € Home (X, 11'), /5 € Home(Y, 11")31) € Home (11, IT') :
Uy =voix Ny =t oy (13.16)

also fiir die das Diagramm.:

kommutiert, ein Koprodukt von X undY .
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Bemerkung 13.14. Fir II' = 11, /'y = 1x und t}y = vy ist ¢ = idyp der universelle
Morphismus.

Lemma 13.15. Flir eine Kategorie C mit initialem Objekt 0 € ObC st fir jedes Objekt
X € ObC:
X+0=0+X=X. (13.17)

Beweis. Das folgt aus dem kommutativen Diagramm:

X

]

Lemma 13.16. Das Koprodukt ist assoziativ und kommutativ bis auf Isomorphie. Fir
eine Kategorie C und Objekte X,Y, Z € ObC ust:

(X+Y)+Z2X+ (Y +2); (13.18)
X+Y2Y +X. (13.19)
Beweis. Die Kommutativitat folgt direkt aus Definition (13.14]). XXXX O

XXXX

Aufgrund der Assoziativitit des Koproduktes zweier Objekte nach Lemma las-
sen sich induktiv Koprodukte von endlich vielen Objekten definieren. Die universelle Ei-
genschaft von Definition fiir zwei Objekte ldsst sich jedoch ebenso fiir beliebige
Familien von Objekten betrachten.

Definition 13.17 (Koprodukt mehrerer Objekte). Fir eine Kategorie C, eine Indexmen-
ge I und eine Familie (X;);c; € ObC von Objekten ist ein Objekt 11 € ObC zusammen
mit Einbettungsmorphismen ; € Home (X, I1), fir die:

VII" € ObCVi; € Home (X, I1")3 € Home(ILIT)WVi € I: o), =)oy, (13.20)
also die das Diagramm:
I — g

kommutieren lassen, ein Koprodukt von (X;)ic;.

Bemerkung 13.18. Fir II' = 11 und ¢, = «; fir allei € I ist ¢ = idyy der universelle
Morphismus.
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Bemerkung 13.19. Fir die leere Menge als Indexrmenge wird das leere Koprodukt ge-

schrieben als:
110 (13.21)
1]

und ist (falls existent) isomorph zum initialen Objekt.
Das Koprodukt ist nicht eindeutig, jedoch gilt:
Lemma 13.20. Je zwei Koprodukte einer Familie von Objekten sind isomorph.

Beweis. Sei C eine Kategorie, (X;);e; € ObC eine Familie an Objekten und II, 1" € ObC
zwei Koprodukte von ihnen mit entsprechenden Einbettungsmorphismen von diesen. Per
Definition gibt es genau ein v € Home(I1,II') mit Vi € I: 1, = 1 o ; und genau ein
Y € Home (I, 1) mit Vi € I: 1; = ¢ o ¢}, womit:

Viel:y=1 0oy (13.22)

und die Diagramme:

Xi
M 11
ldH,’lZ} O”(j)

kommutieren. Aufgrund der Eindeutigkeit des entsprechenden Morphismus zwischen den
Produkten per Definition gilt idj; = ¢’ 0 ¢ und umgekehrt auch idpy =1 o ¢ m

Das Koprodukt wird aufgrund dieser Eindeutigkeit bis auf Isomorphie auch als:
I=J[x (13.23)
iel

geschrieben. Stimmt fiir eine Familie an Objekten ihr Produkt und Koprodukt {iberein
wird es auch Biprodukt genannt.

Home (], er Xis Y) HZE[ Home(X;,Y)
W /
Home (X;,Y)

Lemma 13.21. Fir eine Kategorie C, eine Indexmenge I, eine Familie (X;);e; € ObC
von Objekten und ein Objekt Y € ObC ist:

Home (]_[ X, Y) = [ [Home(X;,Y). (13.24)

iel el

Bewezis.

Hom, ]_Lel XZ,Y)

Homc (X;,Y)
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Seien A eine Menge und 7,: A — Home(X;,Y') eine Familie von Abbildungen von Mengen,
dann ergibt sich fiir jedes Element a € A eine Familie 7(a): X; — Y von Morphismen.
Nach der universellen Eigenschaft des Koproduktes gibt es genau einen universellen Mor-
phismus ¢ (a): [[,c; Xi = Y mit 7{(a) = ¥(a) o ¢;. Es gibt daher genau eine Abbildung
¢: A — Home (I[;c; X:,Y),a — t(a) mit 7, = Home(e;,Y) o 9. Home (I],c; Xi,Y)
erfiillt daher die Eigenschaft des Produktes der Familie Home(X;, Y'), womit die Behaup-
tung nach Lemma folgt. O

13.4 Koprodukte von Morphismen

In der Definition des Koproduktes zweier Objekte wird der (eindeutige) universelle
Morphismus 1 von den beiden Morphismen ¢y und ¢} induziert und kann daher sinnvoller
als ¢y + t} bezeichnet werden.

Das bedeutet, dass Morphismen f: X — A und ¢g: Y — A zu einem gemeinsamen Mor-
phismus f+¢: X +Y — A kombiniert werden kénnenP] In der Kategorie Set der Mengen
ist diese Abbildung gegeben durch z — f(z) fiir z € X und z — ¢g(2) fiir z € Y. Fiir den
Spezialfall der Einbettungsmorphsimen tx: X — X +Y und ty: Y — X + Y folgt nach
Bemerkung , dass tx + 1ty =idxysy: X +Y - X 4+ Y.

A A
l f l\
B—— A+ B B—— A+ B

X
~ \f—‘y—g

\\f+g \)
\y g >
X Y——X+Y

Ein spezielles Koprodukt zweier Morphismen ist das zweier Identitdtsmorphismen. Fiir
ein Objekt X € ObC sei:

Vy :=idy +idyx: X + X — X, (13.25)

der Kodiagonalmorphismus, welcher eine Retraktion (Linksinverses) ist, wie das Dia-
gramim:

LX,1

X— X+ X

\\ Vx
~
~
N
X

ldx

zeigt, und daher nach Lemma (3.30)) insbesondere episch ist.

Lemma 13.22. Fir einen Morphismus f: X — Y 1ist:

[X[f=foVx. (13.26)

2A ist dabei I, X + Y ist 11, f ist ¢’ und g ist ¢4, im Vergleich mit Definition (13.13)).
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Beweis. XXXX N

Lemma 13.23. Fir Morphismen f1: X1 — Y, und fo: Xo — Yy sowie g1: Y1 — Z1 und
gs: Y2 — Z2 18t:
(1 +g2) o (fi+ f2) = (g1 0 f1) + (g2 0 fa). (13.27)

Beweis. XXXX OJ

Fiir den Spezialfall der Einbettungsmorphsimen ¢;: X; — II folgt nach Bemerkung

(113.18)), dass:
[[u=idp:0—11 (13.28)

icl

Lemma 13.24. Sei (X;)ic; eine Familie von Objekten, 11 = [[,.; X; ihr Koprodukt und
(ti: Xi — W)er die Familie der dazugehorigen FEinbettungsmorphismen. Sei (fi: X; —
A)ier eine Familie von Morphismen und einen Morphismus g: A — B ist:

[Twof)=go]] - (13.29)

iel iel
Beweis. Beide Morphismen treten als universeller Morphismus der Familie (go f;: X; —

B);cr auf und sind daher aufgrund der universellen Eigenschaft isomorph:

i

A

w

;er(gofi)

IT B

O

Durch Kombination von Gleichung (13.28]) und Lemma ((13.24)) zeigt sich, dass jeder
Morphismus h: IT — C' aus einem Koprodukt (bis auf Isomorphie) selbst als Koprodukt
dargestellt werden kann:

h=hoidy=ho[[u=][(houw). (13.30)

iel el

13.5 Biprodukte

Meist wird zur Verdeutlichung von kategorientheoretischen Konzepten die Kategorie Set
der Mengen benutzt, nach den Beispielen (XXXX) und (XXXX) kénnen in dieser sowohl
Produkte als auch Koprodukte explizit angegeben werden. Dabei unterscheiden sich diese
jedoch stets voneinander, wenn nicht ausschlielich leere Mengen betrachtet werden. Fiir
diese gilt:

Dx0=0+0=090. (13.31)

In allgemeinen Kategorien ist es jedoch durchaus méglich, dass Produkte und Koprodukte
einer Familie an Objekten miteinander bis auf Isomorphie iibereinstimmen.
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Beispiel 13.25. Fiir einen Ring R stimmen in der Kategorie gMod der R-Linksmoduln
bzw. in der Kategorie Modpg der R-Rechtsmoduln das Produkt und Koprodukt einer end-
lichen Menge an R-Linksmoduln bzw. R-Rechtsmoduln miteinander tiberein.

Definition 13.26 (Biprodukt). Fir eine Familie (X;);cr € ObC ist ein Objekt P € ObC
mat:

I.) Projektionsmorphismen ;: P — X
II.) Einbettungsmorphismen ;: X; — P
sodass:

L) (P,) ein Produkt

II.) (P,;) ein Koprodukt

1st, ein Biprodukt.
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Faser- und Kofaserprodukte

Faser- und Kofaserprodukte verallgemeinern Produkte und Koprodukte.

14.1 Faserprodukte

Definition 14.1 (Span). Fir eine Kategorie C ist mit der Kategorie A = (—1 — 0 « +1)

ein Funktor F': A — C ein Span von C.

Ein Span von C ist also ein Diagramm der Form X Iy 7 &V in C. Es ist:

Span(C) := Fct(A, C)

die Kategorie der Spans von C.

(14.1)

Definition 14.2 (Faserprodukt). Fir eine Kategorie C, Objekte X,Y,Z € ObC und
Morphismen f € Home(X, Z), g € Home(Y, Z) ist ein Objekt P € ObC zusammen mit

Morphismen x € Home(P, X), y € Home(P,Y), fiir die:
fox = goy
und fiir die:

VP" € ObCVx € Home(P', X),y € Home(P',Y)3l) € Home (P, P):

X =x OYAy =y o1,

also fir die das Diagramm.:

~~

N
AN
¥ N
—
Y

P Y
[l

kommutiert, ein Faserprodukt (oder Pullback) des Diagramms X Lzdly.

Beispiel 14.3. In Set ist fiir X 1728V das Faserprodukt gegeben durch:
X xzY ={(z,y) e X xY|[f(z) = g(y)}.
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Die Morphismen f und g gehéren mit zu den Daten des Faserprodukts, da sie jedoch
oft aus dem Zusammenhang klar sind, werden sie meist nicht extra notiert. Ohne die
Forderung der Eindeutigkeit des Morphismus v wird Definition (14.2)) zu der eines schwa-
chen Faserprodukts. Das kommutative quadratische Diagramm eines Faserproduktes wird
kartesisch genannt. Das Faserprodukt ist nicht eindeutig, jedoch gilt analog zu Lemma

(13.8) fiir Produkte:

Lemma 14.4. Je zwei Faserprodukte zweier Objekte sind isomorph.

Beweis. Sei C eine Kategorie, X 5 72 &Y ein Diagramm in C und P, P' € Ob(C zwei
Faserprodukte von diesem mit entsprechenden Projektionsmorphismen x € Home (P, X),
y € Hom¢(P,Y) und x € Home(P', X), § € Home(P',Y) von diesen. Per Definition
gibt es genau ein ¢ € Home(P', P) mit 'y =x o und §, =y o1) sowie genau ein
Y € Home(P, P') mit x =y o¢)’ und y = o¢)/, womit:

x=x oypo ¢/ (14.5)
y=y oot (14.6)
und die Diagramme:
Y %
P P’
N N Yoy
idp O « idpr N
/ Y
NN

kommutieren. Aufgrund der Eindeutigkeit des entsprechenden Strukturmorphismus zwi-
schen den Faserprodukten per Definition (14.2)) gilt idp = ¢ 04’ und idpr = ¢ 09p. [

Aufgrund dieses Lemmas wird das Faserprodukt eines Diagramms X Lz &y
notiert als X x 7 Y. Offenbar ist aufgrund der Symmetrie des Diagramms das Faserprodukt
symmetrisch bis auf Isomorphie:

XxzY Y x5 X. (14.7)

Ein grundlegendes Verstédndnis von Faserprodukten ergibt sich aus der Betrachtung spe-
zieller Objekte im Span, etwa initialen und terminalen Objekten.

Lemma 14.5. In einer Kategorie C mit terminalem Objekt 1 € ObC sind Faserprodukte
die Verallgemeinerungen von Produkten. Fiir den Span X L1 Ly st (sofern existent):

Xx;1Y2XXY. (14.8)

Beweis. Das Diagramm:
X x Y- 2oy

o N

X—31

kommutiert mit beliebigen Morphismen gx: X X1 Y — X und ¢y: X x; Y — Y. XXXX
O
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Das Faserprodukt ldsst sich aber in jedem Fall iiber einen kanonischen Morphismus

mit dem Produkt verbinden. Fiir einen Kospan X Iy 7 & Y hat dessen Faserprodukt
X Xz Y jeweils Morphismen gx: X XzY — X und ¢y: X Xz Y — Y nach X und Y,
ist also ein schwaches Produkt von diesen. Daher gibt es einen universellen Morphismus
in das Produkt:

Ein grundlegendes Verstdndnis von Faserprodukten ergibt sich ebenso aus der Betrachtung
spezieller Morphismen im Span, allen voran Identitdten, aber auch Monomorphismen,
Retraktionen und Isomorphismen.

Korollar 14.6. Fir eine Kategorie C, Objekte X, Y € ObC und einen Morphismus
idy

f: X =Y ist X ein Faserprodukt des Diagramms X Loy &y it Einbettungs-
morphismen idyx und f, womit unabhdngig von f:

X xyY =X, (14.9)
Lemma 14.7. Monomorphismen und Retraktionen sind stabil unter Basiswechsel. Sei
folgendes Diagramm kartesisch:

/

K2

f’l Jf

Ist f monisch, dann ist f' monisch. Ist [ eine Retraktion, dann ist f' eine Retraktion.

Ist f ein Isomorphismus, dann ist f’ ein Isomorphismus nach Lemma (3.31]).

Beweis. XXXX

g'h2

N

K ——

!

K——1
g

[ b

M

—— N

f'h1

flohi=fohy=qgofohy=gof ohy= fog ohi=foqg ohy
f monisch g/Oh1 :glth (1410)
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Sei s: N — L mit fos=1idy, also goidy; = fosog, dann gibt es genau ein s': M — K
mit f’ o s’ =idy,. O
Das Faserprodukt wird in der speziellen Anwendung in speziellen Teilgebieten der

Mathematik hdufig anders ausgedriickt. Die beiden Morphismen eines Kospans X ENy/ A
Y konnen als gemeinsamer Morphismus f x g: X XY — Z x Z zusammengefasst werden.
Mit dem kanonischen Diagonalmorphismus Ay: Z — Z x Z aus Gleichung ergibt
sich daher ein komplett neuer Kospan, dessen Faserprodukt (jedoch bis auf Isomorphie)
das des urspriinglichen Kospans ist.

Lemma 14.8. Fiir einen Kospan X I 72 &Y st das Diagramm:

Xx, V25X xY

qu—gqyJ fog

J——7 X Z
Az

kommutativ und kartesisch.

Beweis. Das Diagramm ist kommutativ, denn mit Gleichung (13.15)), Lemma ((13.12)) und

Lemma ist:[]

(f xg)p=(f x g)(pxd x py¢) = (f x 9)(ax X qv)
= fax X gqv = Azfqx = Azgqy. (14.11)
Fiir Morphismen kx: A — X, ky: A — Y und h: A — Z kommutiert das dufere

Diagramm links genau dann wenn h = fkx = gky, woraus ebenfalls folgt, dass das
dufere Diagramm rechts kommutiert:

Ein Morphismus A — X xz Y lasst das linke Diagramm genau dann kommutieren, wenn
dieser das rechte Diagramm kommutieren ldsst. Aus der Eindeutigkeit rechts folgt die
Eindeutigkeit links. O]

!Der scheinbare erste Schritt (f x g) o ¢ = (f o ¢) X (g o ¢) mit Lemma (13.12) ist dabei falsch. Die
Kodoméne von ¢ und die Doméne von f bzw. g stimmen nicht iiberein. Das liegt daran, dass in Lemma
(113.12) das Produkt von Morphismen mit gleicher Doméne betrachtet wird.
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Mithilfe des Faserproduktes lasst sich der Diagonalmorphismus selbst verallgemeinern,
was ein dquivalentes Kriterium fiir einen Morphismus ergibt, monisch zu sein.

Lemma 14.9. Ein Morphismus f: X — Y ist genau dann monisch, wenn der universelle
Morphismus Ay: X — X Xy X ein Isomorphismus ist.

Ist Y terminal und daher f die terminale Abbildung von X, fillt dieser universelle
Morphismus Ay mit Lemma ((14.5)) auf den Diagonalmorphismus von X zuriick, kann also
als verallgemeinerter Diagonalmorphismus bezeichnet werden.

Beweis.

X —Y

=-: Vergleiche mit dem linken Diagramm. Ist f monisch, dann ist X xy X — X nach
Lemma ((14.7) monisch. Da dieser zudem eine Retraktion des universellen Morphismus
Ay X = X Xy X ist, ist dieser nach Lemma ein Isomorphismus, weshalb auch
der universelle Morphismus X — X Xy X (als dessen Inverses) einer ist.

«: Vergleiche mit dem rechten Diagramm. Ist Ay: X — X xy X ein Isomorphismus,

dann ist X insbesondere ein Faserprodukt des Spans X oy L X Seien g1,92: A— X
parallele Morphismen mit fog; = fogs, dann ist g; = go der universelle Morphismus. [

Lemma 14.10. Fir eine Kategorie C und Objekte A, B,C, D € ObC ist:

(AxpC)xcD=AxgD. (14.12)

Bewezis.

Sei v'vg = f’h. Da das rechte Quadrat kartesisch ist, 3!¢: A - Y x5 C mit vg = f¢ und
h = u'¢. Da das links Quadrat kartesisch ist, 31: A — X Xy (Y Xz C) mit g = ay) und
¢ = utp. Es folgt h = u'¢p = v'up.

Sei )1 A — X Xy (Y xzC) ein Morphismus mit g = at’ und h = vw'ut)’ und sei ¢ = i)/,
dann ist vg = vay' = fuy)’ = f¢' und h = v'uy' = u'¢’, womit ¢’ = ¢, da das rechte
Quadrat kartesisch ist, und ¢ = ¢/, da das linke Quadrat kartesisch ist.

X xy (Y xz C) ist daher ein Faserprodukt des Kospans X LNy C, wodurch die
Behauptung aus Lemma folgt. O
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Lemma 14.11. Fir eine Kategorie C und einen Span X ENy/A Y, fiir den das Produkt
X XY ezistiert, ist:
X Xz Yy & kel"(f)(, gy) (1413)

XxyY —s X xY———7
fx

Beweis. XXXX 0

14.2 Kofaserprodukte

Definition 14.12 (Kospan). Fir eine Kategorie C ist mit der Kategorie A°® = (—1
0 — +1) ein Funktor F: A°® — C ein Kospan von C.

Ein Kospan von C ist also ein Diagramm der Form X L 7% Y i C. Es ist:
CoSpan(C) := Fct(A°P, C) (14.14)
die Kategorie der Kospans von C.

Definition 14.13 (Kofaserprodukt). Fir eine Kategorie C, Objekte X,Y, 7 € ObC und
Morphismen f € Home(Z,X), g € Home(Z,Y) ist ein Objekt P € ObC zusammen mit
Morphismen x € Home(X, P), y € Home(Y, P), fir die:

xof =y og (14.15)
und fir die:

VP € ObCVx € Home(X, P'),y € Home (Y, P')31) € Home (P, P'):
/X = w Ox /\/Y = w0y7 (1416)

also fir die das Diagramm.:

kommutiert, ein Kofaserprodukt (oder Pushout) des Diagramms X Lzsy.

Die Morphismen f und g gehéren mit zu den Daten des Kofaserprodukts, da sie je-
doch oft aus dem Zusammenhang klar sind, werden sie meist nicht extra notiert. Ohne
die Forderung der Eindeutigkeit des Morphismus 1) wird Definition zu der eines
schwachen Kofaserprodukts. Das kommutative quadratische Diagramm eines Kofaserpro-
duktes wird kokartesisch genannt. Das Kofaserprodukt ist nicht eindeutig, jedoch gilt
analog zu Lemma fiir Koprodukte:

Lemma 14.14. Je zwei Kofaserprodukte zweier Objekte sind isomorph.
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Beweis. Sei C eine Kategorie, X L 7% Y ein Diagramm in C und P, P’ € ObC zwei Ko-
faserprodukte von diesem mit entsprechenden Einbettungsmorphismen x € Home (X, P),
y € Home(Y,P) und v € Home(X, P'), i € Home(Y, P’) in diese. Per Definition
gibt es genau ein 1» € Home (P, P') mit 'y = vox und {, = 1oy sowie genau
ein ¢’ € Home (P, P’) mit x = 9’0y und y = ¢'o},, womit:

X= wl @) ’l/}OX (1417)
Y= wl @) ’l/}OY (1418)
und die Diagramme:
f f
7 —— X Z——X
gl Xl . g .
y > P y 5P
AN . N .
\ idp N
Yoy N Yoy’ "y
P
Y Y

kommutieren. Aufgrund der Eindeutigkeit des entsprechenden Strukturmorphismus zwi-
schen den Faserprodukten per Definition (14.13) gilt idp = ¢’ o ¢ und idpr = ¢ o). [

Aufgrund dieses Lemmas wird das Kofaserprodukt eines Diagramms X L 7%y no-
tiert als X+, Y. Offenbar ist aufgrund der Symmetrie des Diagramms das Kofaserprodukt
symmetrisch bis auf Isomorphie:

X+2Y2Y 4+, X. (14.19)

Ein grundlegendes Verstiandnis von Kofaserprodukten ergibt sich aus der Betrachtung
spezieller Objekte im Kospan, etwa initialen und terminalen Objekten.

Lemma 14.15. In einer Kategorie C mit initialem Objekt 0 € ObC sind Kofaserprodukte

die Verallgemeinerungen von Koprodukten. Fir den Kospan X 05y st (sofern
existent):
X+ 2X+Y. (14.20)

Beweis. Das Diagramm:

X

0

'l\ ljx

Y—X+0Y
Jy

kommutiert mit beliebigen Morphismen jx: X — X +¢Y und jy: Y — X +¢ Y. XXXX
O

Das Kofaserprodukt lésst sich aber in jedem Fall iiber einen kanonischen Morphismus

mit dem Produkt verbinden. Fiir einen Span X L A% v hat dessen Kofaserprodukt
X +4Y jeweils Morphismen jx: X - X +4Y und jy: Y - X +4Y aus X und Y, ist
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also ein schwaches Koprodukt von diesen. Daher gibt es einen universellen Morphismus
aus dem Koprodukt:

Jy

S
X +4Y
Ein grundlegendes Versténdnis von Kofaserprodukten ergibt sich ebenso aus der Betrach-

tung spezieller Morphismen im Kospan, allen voran Identititen, aber auch Epimorphis-
men, Schnitte und Isomorphismen.

Korollar 14.16. Fir eine Kategorie C, Objekte X,Y E ObC und einen Morphismus

f: X =Y istY ein Kofaserprodukt des Diagramms 'Y L x 19X X mit Projektionsmor-
phismen idy und f, womit unabhdngig von f:

Y 4x X 2. (14.21)

Lemma 14.17. Epimorphismen und Schnitte sind stabil unter Kobasiswechsel. Sei fol-
gendes Diagramm kokartesisch:

K—2-L
! f!
M — N
Ist [ episch, dann ist f' episch. Ist [ ein Schnitt, dann ist f' ein Schnitt.

Ist f ein Isomorphismus, dann ist f’ ein Isomorphismus nach Lemma (3.36]).

Beweis. XXXX

hiof' =hyof = hioflog=hyoflog=hogof=hyogof

f episch h,l o g/ — h2 o g/ (1422)
K——L
A
fllr lf’
/

Sei r: M — K mit ro f =idg, also gor o f =idj og, dann gibt es genau ein r': N — L
mit ' o f/ =1id;. O
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Das Kofaserprodukt wird in der speziellen Anwendung in speziellen Teilgebieten der

Mathematik hdufig anders ausgedriickt. Die beiden Morphismen eines Spans X Lasy
konnen als gemeinsamer Morphismus f+g¢: A+A — X+Y zusammengefasst werden. Mit
dem kanonischen Kodiagonalmorphismus V4: A+ A — A aus Gleichung ergibt
sich daher ein komplett neuer Span, dessen Kofaserprodukt (jedoch bis auf Isomorphie)
das des urspriinglichen Spans ist.

Lemma 14.18. Fir einen Span X L ALY ist das Diagramm:

A+ A—Y2 4

f+gl ljx f=ivg

X+YT>X+AY

kommutativ und kokartesisch.

Eine bekannte Anwendung dieses Lemmas stammt aus der Algebraischen Topologie
bei der Betrachtung einer CW-Struktur von Sphéren. S™ ist das Kofaserprodukt des
Spans D™ «+ 8™ ! — D" und nach diesem Lemma daher ebenso des Spans D" + D" <
Sn—t 4 gn=l 5 §n=1 was passt besser zur Interpretation passt, dass S™ durch Anklebung
von zwei n-Zellen an S™~! entsteht.

Beweis. Das Diagramm ist kommutativ, denn mit Gleichung ((13.30)), Lemma ((13.24) und

Lemma ist:ﬂ

O(f +9) = Wix +Yiv)(f +9) = Ux +5v)(f +9)
= (Uxf +Jvg) = Vajx[ = Vajvrg (14.23)
Fiir Morphismen kx: X — Z, ky:Y — Z und h: A — Z kommutiert das &ufere

Diagramm links genau dann wenn h = kyxyf = kyy, woraus ebenfalls folgt, dass das
dukere Diagramm rechts kommutiert:

A+ A—Y4 4

f+gl ljx f=ivg

X+YT>X—|—AY

N

kx+ky

Ein Morphismus X +4 Y — Z lasst das linke Diagramm genau dann kommutieren, wenn
dieser das rechte Diagramm kommutieren lisst. Aus der Eindeutigkeit rechts folgt die
Eindeutigkeit links. O

Mithilfe des Kofaserproduktes lisst sich der Kodiagonalmorphismus selbst verallge-
meinern, was ein dquivalentes Kriterium fiir einen Morphismus ergibt, episch zu sein.

?Der scheinbare erste Schritt 1 o (f + ¢) = (¢ o f) + (¢ o g) mit Lemma (13.24)) ist dabei falsch. Die
Doméne von ¢ und die Kodoméne von f bzw. g stimmen nicht {iberein. Das liegt daran, dass in Lemma
(13.24) das Koprodukt von Morphismen mit gleicher Kodomé&ne betrachtet wird.
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Lemma 14.19. Fin Morphismus f: X — Y ist genau dann episch, wenn der universelle
Morphismus Vi: Y +x Y — Y ein Isomorphismus 1st.

Ist X initial und daher f die initiale Abbildung von Y, féllt dieser universelle Mor-
phismus V; mit Lemma (14.15)) auf den Kodiagonalmorphismus von Y zuriick, kann also
als verallgemeinerter Kodiagonalmorphismus bezeichnet werden.

Bewezs.
x—' Ly x-1.y
f J f idy
idY idy
Y—Y +xY Y —Y

\

N

N

Vi N

idy N 92
Y

=: Vergleiche mit dem linken Diagramm. Ist f episch, dann ist Y — Y +x Y nach Lemma
(14.17) episch. Da dieser zudem ein Schnitt des universellen Morphismus V;: Y +x Y —
Y ist, ist dieser nach Lemma ein Isomorphismus, weshalb auch der universelle
Morphismus Vs: Y +x Y — Y (als dessen Inverses) einer ist.

<: Vergleiche mit dem rechten Diagramm. Ist V;: Y +xY — Y ein Isomorphismus, dann

ist Y insbesondere ein Kofaserprodukt des Kospans Y L x Ly, Seien g1,92: Y — 7
parallele Morphismen mit g; o f = go0 f, dann ist g; = g5 der universelle Morphismus. [

Lemma 14.20. Fir eine Kategorie C und Objekte A, B,C, D € ObC ist:
(A +B C) +cD=A+pD (14.24)

Beweis.

Sei gf = hu'u. Da das linke Quadrat kokartesisch ist, 3'¢: X +4 B — Z mit g = ¢v und
hu' = ¢ f'. Da das rechte Quadrat kokartesisch ist, 31: (X +4 B)+5C — Z mit ¢ = ¢’
und h = ¢Ye. Es folgt g = ¢pv = yv'v.

Sei )1 A — X Xy (Y x»C) ein Morphismus mit g = ¢'v'v und h = ¢/’c und sei ¢/ = 'V,
dann ist ¢ = ¢Y'v'v = ¢'v und hu' = V' = PV f = ¢ f', womit ¢’ = ¢, da das linke
Quadrat kokartesisch ist, und ¢ = 1)/, da das rechte Quadrat kokartesisch ist.

(X 44 B) +p C ist daher ein Kofaserprodukt des Spans X Loa C, wodurch die

Behauptung aus Lemma ((14.14) folgt. O

Lemma 14.21. Fir eine Kategorie C und einen Kospan X Lz Y, fir den das
Koprodukt X +Y existiert, ist:

X +2Y = coker(xf,yg) (14.25)

ZY:j;X+Y—>X+ZY
X
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Beweis. XXXX N

14.3 Faserprodukt-Exponent

Definition 14.22 (Faserprodukt-Exponent). Seien C und D und € Kategorien, wobei C
alle Faserprodukte enthdlt und [—,—|: D® x & — C ein Funktor sowie f: A — B ein
Morphismus in D und g: X =Y ein Morphismus in €. Der universelle Morphismus:

[f,idx]

[B, X]
K
[f:idY}/

[A, X] xay) B, Y] —[A, X]

[idB,gl’l l[ids,gl

[f,idy]

9’ [B,X] — [A, X] X4y [B,Y] (14.26)
15t der Faserprodukt-Exponent.
Lemma 14.23. Ist f episch oder g monisch, dann ist g/ episch.

Beweis. Sei f episch in D, dann ist f monisch in D°P. Nach Lemma (XXXX) ist [f,idx]
monisch, womit die Behauptung aus Lemma (3.8)) folgt. Sei g monsich. Nach Lemma
(XXXX) ist [id4, g] monisch, womit die Behauptung aus Lemma ({3.8) folgt. O

14.4 Kofaserprodukt-Produkt

Definition 14.24 (Kofaserprodukt-Produkt). Seien C und D und € Kategorien, wobei €
alle Kofaserprodukte enthdilt, ®: CxD — & ein Funktor sowie f: A — B ein Morphismus
m Cund g: X =Y ein Morphismus in D. Der universelle Morphismus:

A X 9%  pox

id 4 ®gl l(idA ®g)’

A®Y—>A®Y+A®XB®X
{140 SOy

B®Y
foidy

fUg: AQY 4+4x BRX - BRY (14.27)
in & ist das Faserprodukt-Produkt.
Korollar 14.25. Das Kofaserprodukt-Produkt ist kommutativ.
Lemma 14.26. Ist f (oder g) episch, dann ist fOg episch.

Beweis. Nach Lemma (XXXX) ist f ® idy episch, womit die Behauptung aus Lemma,

(3.16]) folgt. O
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Definition 15.1 (Exponentialobjekte). Fir eine Kategorie C mit bindren Produkten und
Objekte Y, Z € ObC st ein Objekt X € ObC mit eimner Evaluationsabbildung ev €
Home (X x Y, Z), fir die:

VX" € ObCVev' € Home (X' x Y, Z)3A) € Home (X', X): ev' =evo(yh x idy) (15.1)

X' xy 29 x vy
Z/

ein Exponentialobjekt von Y und Z.

Lemma 15.2. Fiir eine Kategorie C mit bindren Produkten existiert VY, Z € ObC ein
Ezxponentialobjekt, zudem sind alle Fxponentialobjekie von' Y und Z isomorph.

Aufgrund dieses Lemmas wird fiir das Exponentialobjekt von Y und Z die Schreibweise
ZY benutzt.

Beweis. Seien X, X’ € Ob(C zwei Exponentialobjekte von Y und Z mit entsprechenden
Evaluationsabbildungen evyx € Home(X X Y, Z) und evxs € Home (X’ X Y, Z). Per Defi-
nition gibt es genau ein ¢ € Home (X', X) mit evys = evx o(¢h x idy) sowie genau
ein ¢ € Home (X, X') mit evy = evx o(¢) x idy ), womit:

evy = evyo(y xidy) o (¢ xidy) = evy o((¥ o ¢) X idy ) (15.2)
evyx: = evy o(y xidy) o (¥ x idy) = evx o((¢' 0 1) X idy ) (15.3)
und die Diagramme:

(’L[)o’gb/ Xidy (’L[)/O’L[))Xidy

X x Y il oy X' x Y ey sy
ldxdey ldX/deY
evx % % A
Z Z

kommutieren. Aufgrund der Eindeutigkeit des entsprechenden Morphismus zwischen den
Exponentialobjekten per Definition (15.1)) gilt:

(1/}01#’) X idy = idx x idy :>¢O77/)/:idx (154)
(V' oyp) x idy =idxs x idy = ¢’ 0 ¢ = idx (15.5)
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Fiir eine Kategorie C mit bindren Produkten, Objekten X,Y, Z € ObC und einen Mor-
phismus f € Home (X, Z) sind evy € Home(ZY x Y, Z) und foevy € Home(XY x YY)
zwei Evaluationsabbildungen, sodass per Definition ein eindeutiges f¥ € Home (XY, ZY)
existiert, sodass:

foevy =evzo(fy xidy), (15.6)

also das Diagramm:
evyx

XY xYy—5 X

foidyl % Jf

7Y xY —57

evy

kommutiert.

Lemma 15.3. Mit einem terminalen Objekt 1 € ObC ist fiir jedes Objekt X € ObC:
IS (15.7)

Beweis. 1% = 1 erfiillt die universelle Eigenschaft des Exponentialobjektes. Mit Lemma
(113.3)) ist 1 x X = X und daher:

Ax X — X Xy x> 1x XX

N

Lemma 15.4. Mit einem initialen Objekt 0 € ObC und einem terminalen Objekt 1 €
ObC ist fiir jedes Objekt X € ObC:

]

XV~ (15.8)

Beweis. X° = 1 erfiillt die universelle Eigenschaft des Exponentialobjektes. Mit Lemma,
(13.3]) ist 1 x 0 = 0 und daher:

!Xido

Ax0 XOx021x020

N

Lemma 15.5. Fiir eine Kategorie C mit bindren Produkten und ein Objekt Y € Ob(C ist:

O

Y. C—=C, 22" ff¥ (15.9)
ein kovarianter Funktor.
Beweis.

evo(idy xidy) = ev = evo(idxv x idy) = id} x idy = idxv x idy = id} = idxv
(15.10)

65


saantz.com

Kapitel 15 — Exponentialobjekte Samuel Adrian Antz, |saantz.com

lde X ldy

— XY XY
\ldXdey/

eve o ((fog)Y X idy) = fogoevy = foevgog’ =evgo (fY ogy) (15.11)

evy

AY x Yy —%

gY Xidyl

A
(fog)¥ xidy ((fYog¥)xidy BY >< Y —— J}f fog
C

¥ x idy

cY ><Y—>

O

Lemma 15.6. Fir eine Kategorie C mit bindren Produkten ist:
VX,Y,Z € ObC: Home(X x Y, Z) = Home (X, Z¥) (15.12)
Beweis. XXXX N

Lemma 15.7. Fiir eine kartesisch abgeschlossene Kategorie C mit bindren Produkten gilt:

VX,Y,Z € ObC: (XY)7 = xV*Z (15.13)
Beweis. XXXX O
Lemma 15.8. Fiir eine Kategorie C mit bindren Produkten und Objekte XY, Z € Ob(C
o (X xY)?=2Xx?xY” (15.14)
Beweis. XXXX 0
Lemma 15.9. Fir eine Kategorie C mit bindren Produkten und Objekte XY, Z € ObC
o XYH2 = XY X7 (15.15)
Beweis. XXXX [
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Kerne und Kokerne

Kerne und Kokerne gehoren zu den wichtigsten Grundbegriffen der Homologischen Alge-
bra, etwa aufgrund der Klassifizierung von Injektionen und Surjektionen oder der Anwen-
dung im Homomorphiesatz.

16.1 Kerne

Definition 16.1 (Kern). Fir eine Kategorie C mit initialem Objekt 0 € ObC, Objekten
X,Y € ObC und einen Morphismus f: X — Y ist:

ker(f) := X xy 0 (16.1)
dessen Kern.
Das entsprechende kokartesische Diagramm ist:
ker(f) —0
!

Meist wird auch der Morphismus ker(f) < X als ker(f) bezeichnet. Da 0 % Y nach
Beispiel monisch ist und diese nach Lemma stabil unter Basiswechsel sind,
ist ker(f) monisch. Der Morphismus ker(f) — 0 ist nach Korollar (3.34) eine Retraktion
(und daher episch).

Beispiel 16.2. In der Kategorie der Mengen ist fiir jede Abbildung f: X — Y der Kern
gegeben durch ker(f) = 0.

Habe C ebenso ein terminales Objekt 1 € ObC. Fiir X — 1 ist dann ker(!) 2 X x 0
mit Lemma (14.5). Da 0 — Y nach Beispiel (3.6) monisch ist, ist ker(f) — X nach

Lemma ([14.7) monisch.

ker ker(f) —— ker(f) ——

T

0 ! X ;
Mit Lemma (14.10) ist:
kerker(f) 2 0 xx ker(f) 20 xx (X Xy 0)=Z0xy 0=0 (16.2)
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Lemma 16.3. Fir einen Monomorphismus f: X — Y ist ker(f) = 0.

Beweis. Ist f: X < Y monisch, dann ist ker(f) < 0 nach Lemma ([14.7) monisch. Nach
Korollar (3.34) ist ker(f) < 0 ebenso eine Retraktion und daher nach Lemma (3.31)) ein
Isomorphismus. O

Lemma 16.4. In einer Kategorie mit Nullobjekt ist ker(f) ein !-injektives Objekt.

Beweis. Sei C eine Kategorie, {2 € ObC ein Nullobjekt und f € ArC ein Morphismus. Aus
f e (f) folgt (ker(f) AN Q) € () nach Lemma (??), was gemiiRg Lemma (??) dquivalent
dazu ist, dass ker(f) ein /-injektives Objekt ist. O

Fiir eine Sequenz X Ly % Zan Objekten gibt es eine kanonische Sequenz ker(f) —
ker(go f) — ker(g), da:

ker(f)—>(|)

ker(g o f) - -

|

|
3
9
X

Dariiber hinaus gilt:
Lemma 16.5. go f faktorisiert genau dann tdber 0, wenn f iber ker(g) faktorisiert.

Bewezis.

=: Das duflere Quadrat im obigen Diagramm kommutiert, womit die Behauptung aus
der Existenz des universellen Morphismus folgt. <: O

16.2 Kokerne

Definition 16.6 (Kokern). Fir eine Kategorie C mit terminalem Objekt 1 € ObC, Ob-
jekten XY € ObC und einen Morphismus f: X — Y ust:

coker(f) =Y +x 1 (16.3)
dessen Kokern.

Das entsprechende kartesische Diagramm ist:

x—1 .y

|

1&—— coker(f)
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Meist wird auch der Morphismus Y — coker(f) als coker(f) bezeichnet. Da X 1 nach
Beispiel episch ist und diese nach Lemma stabil unter Kobasiswechsel sind,
ist coker(f) episch. Der Morphismus 1 < coker(f) ist nach Korollar ein Schnitt
(und daher monisch).

Beispiel 16.7. In der Kategorie der Mengen ist fir jede Abbildung f: X — Y der Kokern
gegeben durch coker(f) = 1.

Habe C ebenso ein initiales Objekt 0 € ObC. Fiir 0 L Y ist dann ker(!) =2 X + 1 mit
Lemma (14.15). Da X = 1 nach Beispiel (3.12]) episch ist, ist Y — coker(f) nach Lemma

(14.17) episch.

T Ly 1

|

— coker( f) — coker coker( f)

Mit Lemma ([14.20]) ist:
coker coker(f) = 1 +y coker(f) = 1+y (Y +x 1) =1+x1=1 (16.4)

Lemma 16.8. Fir einen Epimorphismus f: X — 'Y ist coker(f) = 1.

Beweis. Ist f: X — Y episch, dann ist 1 — coker(f) nach Lemma ((14.17)) episch. Nach
Korollar (3.35)) ist 1 — coker(f) ebenso ein Schnitt und daher nach Lemma (3.36]) ein
Isomorphismus. O

Lemma 16.9. In einer Kategorie mit Nullobjekt ist coker(f) ein f-projektives Objekt.

Beweis. Sei C eine Kategorie, {2 € Ob(C ein Nullobjekt und f € ArC ein Morphismus.
Aus f € (f) folgt (2 EN coker(f)) € (f) nach Lemma (??), was gemifg Lemma (??)
dquivalent dazu ist, dass coker(f) ein f-projektives Objekt ist. O

Fiir eine Sequenz X Yoy % Zan Objekten gibt es eine kanonische Sequenz coker(f) —
coker(g o f) — coker(g), da:

Dariiber hinaus gilt:
Lemma 16.10. g o f faktorisiert genau dann iber 1, wenn g tuber coker(f) faktorisiert.

Bewezs.
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=: Das dufere Quadrat im obigen Diagramm kommutiert, womit die Behauptung aus
der Existenz des universellen Morphismus folgt. <: O

16.3 Normale Morphismen

Definition 16.11 (Normaler Monomorphismus). Fin Morphismus, der als Kern eines
Morphismus auftritt, wird normaler Monomorphismus genannt.

Beispiel 16.12. In Grp st ein Monomorphismus ¢: G — H genau dann normal, wenn
o(G) < H normal ist.

Dieses Beispiel ist der Ursprung der Benennung als normal.

Definition 16.13 (Normale Kategorie). Eine Kategorie, in der jeder Monomorphismus
normal ist, wird normal genannt.

Definition 16.14 (Normaler Epimorphismus). Ein Morphismus, der als Kokern eines
Morphismus auftritt, wird normaler Epimorphismus genannt.

Definition 16.15 (Konormale Kategorie). Eine Kategorie, in der jeder Epimorphismus
normal ist, wird konormal genannt.

Definition 16.16 (Binormale Kategorie). Eine normale und konormale Kategorie wird
binormal genannt.

Da in abelschen Kategorien nach Lemma (XXXX) jeder Monomorphismus der Kern
seines Kokerns und nach Lemma (XXXX) jeder Epimorphismus der Kokern seines Kerns
ist, folgt:

Korollar 16.17. Abelsche Kategorien sind binormal.
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Differenzkerne und -kokerne

Die Eigenrdume der Linearen Algebra sind Kerne der Differenz zweier linearer Abbildun-
gen, der zu untersuchenden Abbildung und der Identitdt mit einem Vorfaktor. (Nur wenn
dieser Vorfaktor ein Eigenwert der zu untersuchenden Abbildung ist, ist der Eigenraum
nicht trivial.) Der Kern der zu untersuchenden Abbildung ergibt sich dabei, wenn dieser
Vorfaktor verschwindet, womit Eigenrdume als verallgemeinerte Kerne betrachtet werden
koénnen.

In der Kategorientheorie existiert ohne zusitzliche Struktur auf einer Kategorie keine
Differenz zweier paralleler Morphismen. Ein Umweg ist die Erkenntnis, dass in der Li-
nearen Algebra ein Punkt genau dann im Kern der Differenz zweier linearer Abbildungen
liegt, wenn beide fiir diesen Punkt iibereinstimmen. Der Kern ihrer Differenz ist daher
der grofste Untervektorraum, auf dem die linearen Abbildungen iibereinstimmen. Diese
Beschreibung lasst sich nun auf die Kategorientheorie verallgemeinern.

17.1 Differenzkerne

Definition 17.1 (Differenzkern). Fir eine Kategorie C und Objekte Y, Z € ObC ist fir
zwei parallele Morphismen f,g € Home (Y, Z) ein Objekt X € ObC und ein Morphismus
7 € Home(X,Y'), fiir den:

L) for=gom
II.) Vo' € Home(X',Y), fon’ = gon’3p € Home (X', X): 7/ =mw o)

also fir den das Diagramm.:

X/
%N
!
X—Y—=Z
g

kommutiert, ein Differenzkern (auch Egalisator oder Equaliser) von f und g.
Differenzkerne miissen nicht eindeutig sein, jedoch gilt:
Lemma 17.2. Differenzkerne zweier paralleler Morphismen sind isomorph.

Beweis. Seien C eine Kategorie, Y, Z € ObC Objekte, f,g € Home(Y, Z) parallele Mor-
phismen und X, X’ € Ob(C zwei Differenzkerne von ihnen mit entsprechenden 777mor-
phismen von diesen. Per Definition gibt es genau ein ¢y € Home (X', X) mit 7/ = wo ¢
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und genau ein ¢ € Home (X, X') mit 7 = 7’ 04/, womit:
T=mopoq) (17.1)

und die Diagramme:
X

idxﬂllod/l
f
X—Y ? Z

™

kommutieren. Aufgrund der Eindeutigkeit des entsprechenden Morphismus zwischen den
Differenzkernen per Definition gilt idx = 1 0%’ und umgekehrt auch idy, =’ o¢. [

Der Differenzkern zweier paralleler Morphismen f, g wird aufgrund dieser Eindeutig-
keit bis auf Isomorphie auch als ker(f, g) bezeichnet.

Beispiel 17.3. Fir einen Morphismus f:Y — Z ist ker(f, f) = dom(f) =Y und der
Strukturmorphismus die Identitdt, also das Diagramm:

idy S
Y —Y —7
!

ein Differenzkern.

Beispiel 17.4. In Set st fiir parallele Morphismen f,qg: Y = Z:

ker(f,g9) ={y € Y|f(y) = g(y)}- (17.2)

Dieses Beispiel ist der Ursprung der anderen Benennung des Differenzkerns als Fqua-
lizer, da hier all die Elemente der Doméne enthalten sind, deren Bild unter beiden Mor-
phismen gleich (eng. equal) ist.

Lemma 17.5. Isti0iy: A — B — Y mit is monisch ein Differenzkern von f,g: Y = Z,
dann ist i1 ein Differenzkern von fois,gois: B—Y = Z.

Beweis. Sei ¢: X — B ein Morphismus mit f o4y 0 ¢p = g oiy 0 ¢, dann gibt es einen
eindeutigen Morphismus ¢': X — A mit i 0 ¢ =iy 04y 0 ¢, also ¢ =i 0¢":

X

f

g

]

Lemma 17.6 (Kern als Differenzkern). Fir eine Kategorie C mit Nullobjekt Q € ObC
und einem Morphismus f: X — Y ist:

ker(f) = ker(f, Qxy). (17.3)
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Dabei ist Qxy: X L 05 Y der Nullmorphismus nach Definition (2.13)).

Beweis. XXXX ]
Lemma 17.7. Differenzkerne sind Monomorphismen.

Beweis. Seien f,g: Y — Z parallele Morphismen mit Differenzkern i: ker(f,g9) — Y,
also insbesondere f oi = goi. Seien ¢1,¢9: X — ker(f,g) parallele Morphismen mit
io¢ =1i0 ¢y also fo(iop)) = (foi)og; = (goi)opy =go(iogpy). Aufgrund der
universellen Eigenschaft des Differenzkerns faktorisiert ¢ o ¢y = 7 o ¢ eindeutig iiber ¢,
womit ¢1 = ¢o:

X

¢1u¢\
ker(f,g) —3 ¥ =3 2
0

Die Umkehrung gilt nicht unbedingt, daher kénnen Monomorphismen, je nachdem ob
sie als Differenzkern auftreten kdnnen, eingeteilt werden.

17.2 Differenzkokerne

Definition 17.8 (Differenzkokern). Fiir eine Kategorie C und Objekte X,Y € ObC ist fiir
zwei parallele Morphismen f,g € Home(X,Y') ein Objekt Z € ObC und ein Morphismus
v € Home(Y, Z), fir den:

L)iof=10g
II.) ¥/ € Home(Y, Z'),/ o f =1 o gy € Home(Z, Z"): ! =1 o

also fir den das Diagramm.:

f
X?Y%Z
N
Z/

kommutiert, ein Differenzkokern (auch Koegalisator oder Koequaliser) von f und g.
Differenzkokerne miissen nicht eindeutig sein, jedoch gilt:
Lemma 17.9. Differenzkokerne zweier paralleler Morphismen sind isomorph.

Beweis. Seien C eine Kategorie, X, Y € ObC Objekte, f, g € Hom¢(X,Y) parallele Mor-
phismen und Z, Z" € ObC zwei Differenzkokerne von ihnen mit entsprechenden 777mor-
phismen von diesen. Per Definition gibt es genau ein ¢ € Home(Z, Z') mit o/ = ¢ o und
genau ein ¢’ € Home(Z', Z) mit ¢ =4’ o /), womit:

L= oo (17.4)
und die Diagramme:
X=3Y A
\ lidz,w’ozp
Z
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kommutieren. Aufgrund der Eindeutigkeit des entsprechenden Morphismus zwischen den
Differenzkernen per Definition gilt id; = 1’ o 1) und umgekehrt auch idyz = o). O]

Der Differenzkokern zweier paralleler Morphismen f, g wird aufgrund dieser Eindeu-
tigkeit bis auf Isomorphie auch als coker(f, g) bezeichnet.

Beispiel 17.10. Fir einen Morphismus f: X — Y ist coker(f, f) = cod(f) =Y und
der Strukturmorphismus die Identitat, also das Diagramm:

f idy
X ?; Y—Y
ein Differenzkokern.

Beispiel 17.11. In Grp ist fiir parallele Morphismen f,g: X =3 Y
coker(f,g) = Y/N ({f(@)g(x) | € X}) (17.5)

Lemma 17.12. Ist piops: Y — A — B mit p; episch ein Differenzkokern von f,g: X =
Y, dann ist ps ein Differenzkokern von pro f,p1og: X =Y — A.

Beweis. Ist ¢:' Y — Z ein Morphismus mit ¢ o p; o f = 1 o p; o g, dann gibt es einen
eindeutigen Morphismus ¢': Y — Z mit 1) o p; = ¢’ o py 0 p1, also ¢» = ¢’ o ps:

f
X—=—=vy-2sa-2.,B

g \ l
d)l
popy ¢ 7
]

Lemma 17.13 (Kokern als Differenzkokern). Fiir eine Kategorie C mit Nullobjekt Q) €
ObC und einen Morphismus f: X — 'Y 1st:

coker(f) = coker(f,Qxy). (17.6)

Dabei ist Qxy: X L5 Y der Nullmorphismus nach Definition (2.13)).
Bewers. XXXX O

Lemma 17.14. Differenzkokerne sind Epimorphismen.

Beweis. Seien f,g: X — Y parallele Morphismen mit Differenzkokern p: Y — coker(f, g),
also insbesondere po f = po f. Seien 11,1y: coker(f,g) — Z parallele Morphismen mit

brop=1yop,also (Yrop)of=1ro(pof)=1ipo(poyg)=(¢10p)og. Aufgrund der
universellen Eigenschaft des Differenzkokerns faktorisiert ¥; o p = 15 o p eindeutig iiber

p, womit iy = 1o:
X %ﬁ Y — coker(f, g)
\wlu%
Z
]

Die Umkehrung gilt nicht unbedingt, daher kénnen Epimorphismen, je nachdem ob
sie als Differenzkokern auftreten konnen, eingeteilt werden.
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17.3 Regulare Monomorphismen

Definition 17.15 (Regulirer Monomorphismus). Ein Monomorphismus, der als Diffe-
renzkern zweier paralleler Morphismen auftritt, wird reguldrer Monomorphismus genannit.

Beispiel 17.16. Identititen sind nach Beispiel requlire Monomorphismen.
Nach Lemma (17.6) sind Kerne spezielle Differenzkerne, woraus folgt:
Korollar 17.17. Normale Monomorphismen sind requldire Monomorphismen.

Aus Lemma ([17.5) folgt:

Korollar 17.18. Ist go f ein requlirer Monomorphismus und g monisch, dann ist f ein
requldrer Monomorphismus.

Siehe [2], Proposition 7.62 3).
Lemma 17.19. Schnitte sind requlire Monomorphismen.

Beweis. Sei s: Y — Z ein Schnitt mit Retraktion r: Z7 — Y, also r o s = idy. Sei
¢: X — Z ein Morphismus mit ¢ = sor o ¢, womit r o ¢ der universelle Morphismus ist.
Sei ¢': X — Y ein Morphismus mit ¢ = so ¢, dann ist ¢’ =roso¢p =ro¢:

X
¢'=ro¢>l X
idy
Y —2Z——=7

17.4 Regulare Epimorphismen

Definition 17.20 (Reguldrer Epimorphismus). Ein Epimorphismus, der als Differenzko-
kern zweier paralleler Morphismen auftritt, wird regulidrer Epimorphismus genannt.

Beispiel 17.21. Identitdten sind nach Beispiel requldre Epimorphismen.
Nach Lemma sind Kokerne spezielle Differenzkokerne, woraus folgt:

Korollar 17.22. Normale Epimorphismen sind requldre Epimorphismen.

Lemma 17.23. Regulire Monomorphismen sind extremale Monomorphismen.

Beweis. Seii: X — Y ein regulidrer Monomorphismus, dann gibt es parallele Morphismen
frg:Y = Z, sodass i = (ker(f,g) < Y). Sei i = iy o1y eine Faktorisierung mit iy episch.
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Aus Lemma ((17.12) folgt:

Korollar 17.24. Ist g o f ein requldrer Epimorphismus und f episch, dann ist g ein
requldrer Epimorphismus.

Siehe [2], Proposition XXXX.
Lemma 17.25. Retraktionen sind requlire Epimorphismen.

Beweis. Sei r: X — Y eine Retraktion mit Schnitt s: Y — X, also r o s = idy. Sei
v: X — Z ein Morphismus mit ¢ = 1o sor, womit ¥ o s der universelle Morphismus ist.
Sei ¢': Y — Z ein Morphismus mit ¢ = ¢/ or, dann ist ¢y = ¢ oros=1os:

id
X—/= XY
X Jw'ms
Z

Lemma 17.26. Die jeweiligen Klassen von:
I.) Isomorphismen
II.) Epi- und reguliren Monomorphismen
III.) Mono- und reguliren Epimorphismen
sind gleich.

Beweis. 1.)=11.): Trivial. I.)=1II1.): Trivial.

I1.)=1.): Seii: X — Y ein Epimorphimus und reguldrer Monomorphismus. Aufgrund der
zweiten Eigenschaft gibt es Morphismen f,g: Y = Z, sodass i = (ker(f,g) — Y), also
insbesondere f oi = g oi. Wegen der ersten Eigenschaft folgt f = g, also (ker(f,g) —
Y) = idy nach Beispiel (17.3), womit i = idy, also ¢ ein Isomorphismus ist.

II1.)=1.): Sei p: Y — Z ein Monomorphismus und regulirer Epimorphismus. Aufgrund
der zweiten Eigenschaft gibt es Morphismen f,g: X =2 Y, sodass p = (Y — coker(f, g)),
also insbesondere p o f = p o g. Wegen der ersten Eigenschaft folgt f = g, also (Y —
coker(f, g)) = idy nach Beispiel (17.10), womit p = idy, also p ein Isomorphismus ist. [J

17.5 Fix- und Kofixobjekte

Spezielle Differenzkerne und -kokerne sind die eines Morphismus und des parallelen Null-
morphismus (sofern die Kategorie ein Nullobjekt enthélt), wobei die Lemmata und
(17.13) zeigen, dass sich dadurch jeweils Kern und Kokern des ersteren Morphismus erge-
ben. Ebenfalls spezielle Differenzkerne und -kokerne sind die eines Endomorphismus und
der Identitit des entsprechenden Objektes, wobei diese sich nicht unbedingt anders aus-
driicken lassen und eine neue Definition notwendig ist. Der Vergleich mit Beispiel
zeigt, dass der Differenzkern eines Endomorphismus und der Identitét des entsprechenden
Objektes in Set die Fixpunktmenge des Endomorphismus ergibt.
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Definition 17.27 (Fixobjekt). Fir eine Kategorie C, ein Objekt X € ObC und ein
Endomorphismus f: X — X ist:

Fix(f) := ker(f,idy) (17.7)

dessen Fixobjekt.

Fix(f)

|

Fix(go f) —— X

idx Hf
g

Fix(g) —— X ——= X

Fix(f) xx Fix(g) = {(z1,22) € Fix(f) x Fix(g)|x1 = x2}
= {(x,2)|z € Fix(f) NFix(g)} = Fix(f) N Fix(g) (17.8)

Definition 17.28 (Kofixobjekt). Fir eine Kategorie C, ein Objekt X € ObC und ein
Endomorphismus f: X — X ist:

Cofix(f) := coker(f,idx) (17.9)

dessen Kofixobjekt.
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Bilder und Kobilder

Bilder sind aus der Mengenlehre bekannt, ihre Definition beruht jedoch auf den Elementen
einer Menge. Kobilder sind aus der Homologischen Algebra bekannt, ihre Definition beruht
jedoch auf der Faktorgruppe.

18.1 Bilder

Definition 18.1 (Bild). Fir eine Kategorie C mit initialem Objekt 0 € Ob und termina-
lem Objekt 1 € ObC st fiir einen Morphismus f: X — Y

img(f) := coker(ker(f)) (18.1)
dessen Bild.
Lemma 18.2. Fir f: X — Y monisch, ist img(f) = X + 1.

Beweis. Mit den Lemmata (16.3) und (14.15)) ist:
img(f) = coker ker(f) = coker(0 EN X)=2X+o1=2X+1 (18.2)

Da f: X — Y monisch, ist ker(f) — 0 monisch.
Da 0 < Y monisch ist, ist ker(f) < X monisch und daher 1 < img(f) monisch.
Da ker(f) — 1 episch ist, ist X — img(f) episch.

Wird die Konstruktion nach Bemerkung (XXXX) auf die Sequenz ker(f) — X Ly
angewendet, ergibt sich eine Sequenz img(f) — coker(ker(f) — Y) — coker(f).

18.2 Kobilder

Definition 18.3 (Kobild). Fir eine Kategorie C mit initialem Objekt 0 € Ob und termi-
nalem Objekt 1 € ObC ist fiir einen Morphismus f: X — Y

coimg( f) := ker(coker(f)) (18.3)
dessen Kobild.
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Lemma 18.4. Fir f: X — Y episch ist coimg(f) =Y x 0.
Beweis. Mit den Lemmata (16.8) und ((14.5) ist:

coimg(f) = ker coker(f) = ker(Y EN =Y x02Y x0 (18.4)

Da f: X — Y episch, ist 1 — coker(f) episch.
!
Da X — 1 episch ist, ist Y — coker(f) episch und daher coimg(f) — 0 episch.
Da 0 = coker(f) monisch ist, ist coimg(f) < Y monisch.

Wird die Konstruktion nach Bemerkung (XXXX) auf die Sequenz X Ly » coker(f)
angewendet, ergibt sich eine Sequenz ker(f) — coker(X — coker(f)) — coimg(f).
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Diagramme

Fiir Kategorien Z und C wird ein Funktor F': Z — C auch Z-férmiges Diagramm auf
C genannt. Ist die Kategorie Z klein bzw. zusammenhingend, dann wird das Diagramm
klein bzw. zusammenhdngend genannt.

19.1 Kegel

Definition 19.1 (Kegel). Fir Kategorien T und C und einen Funktor F: T — C besteht
ein Kegel des Diagramms aus:

L) einem Objekt K € ObC, der Kegelspitze
II.) einem Morphismus ¢x € Home(K, FX) fir jedes Objekt X € ObZ, sodass:

: ¢Y:Ffo¢X (191)

X,Y€ObZ feHomz(X,Y)
also sodass das Diagramm:
FX —F FY

kommutiert.

Definition 19.2 (Kegelmorphismus). Fir Kategorien Z und C, einen Funktor F: T — C
und Kegel (K, ¢x), (K',¢'y) ist ein Morphismus f € Home (K, K') fir den:

L ox = fodly (19.2)

XeObZ

K ! K’
N
FX

kommutiert, ein Kegelmorphismus

also fir den das Diagramm:

Sei A: C — C7 ein Funktor, fiir den fiir alle X € Ob(C, alle ] € ObZ und alle i € ArZ
gilt, dass A(X)(I) = X und A(X)(i) = idy.
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Definition 19.3 (Kegelkategorie). Fir Kategorien T und C und einen Funktor F: T — C
u8t:
Cone(F) :=(A ] F) (19.3)

dessen Kegelkategorie.

19.2 Kokegel

Definition 19.4 (Kokegel). Fir Kategorien T und C und einen Funktor F: T — C
besteht ein Kokegel des Diagramms aus:

I.) einem Objekt K € ObC, der Kokegelspitze

II.) einem Morphismus 1¥x € Home(F X, K) fir jedes Objekt X € ObZ, sodass:

Y:wX:wyoFf (19.4)

X,Y€ObZ feHomz(X,Y)

also sodass das Diagramm:

Fx — " gy

N A

Definition 19.5 (Kokegelmorphismus). Fir Kategorien Z,C, einen Funktor F: T — C
und Kokegel (K, 1x) und (K',v) ist ein Morphismus f € Home (K, K') fiir den:

kommutiert.

V gk =gxof (19.5)

XeObZ

FX
!
K 7 K

kommutiert, ein Kokegelmorphismus

also fir den das Diagramm:

Definition 19.6 (Kokegelkategorie). Fir Kategorien Z und C und einen Funktor F': T —
C ist:
Cocone(F) := (F | A) (19.6)

dessen Kokegelkategorie.
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Kapitel 20

Limiten und Kolimiten

Limiten und Kolimiten gehoren zu den wichtigsten Konzepten der Kategorientheorie auf-
grund ihrer Verallgemeinerung anderer Konzepte wie Produkten und Koprodukten, Fa-
serprodukten und Kofaserprodukten sowie Differenzkernen und Differenzkokernen. Be-
sonders kurios ist, dass Kan-Erweiterungen beide Spezialfille von Limiten und Kolimiten
sind, aber diese umgekehrt ebenso Spezialfille von Kan-Erweiterungen.

20.1 Limiten

Definition 20.1 (Limes). Ein Limes eines Diagramms F: T — C ist ein terminales
Objekt in der Kegelkategorie von F'.

Ist das Diagramm klein bzw. zusammenhingend, dann wird der Limes klein bzw.
zusammenhdngend genannt. Aus Lemma (2.8)) folgt:

Korollar 20.2. Limiten sind eindeutig bis auf Isomorphie.

Der Limes eines Diagramms Z — C wird daher auch als @ie ; Xi bezeichnet. Es gilt:
lgn(T —-C)=1 (20.1)

Der Limes eines kleinen bzw. zusammenhéngenden Diagramms wird kleiner bzw. zusam-
menhdngender Limes genannnt.

Lemma 20.3. Ein Funktor erhdlt Limiten genau dann, wenn er terminale Objekte und
zusammenhdngende Limiten erhdlt.

Beweis. O

Lemma 20.4. Fir ein Diagramm X : Z — C mit einem initialen Objekt 0 € ObZ ist:

1€L

Beweis. O
Lemma 20.5. Limiten erhalten Produkte.

Beweis. XXXX O
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Lemma 20.6. Zusammenhdangende Limiten erhalten Koprodukte.

Beweis. XXXX ]
min X (i) = lim X (i) (20.3)

geTicr X (1) = m X () (20.4)

max X (i) = lim X (i) (20.5)

(X)) = ling X (i) (20.6)

kgViey X(i) = lim X (i) (20.7)

Ux@) = lig X (i) (20.8)

20.2 Kolimiten

Definition 20.7 (Kolimes). Fin Kolimes eines Diagramms F: T — C ist ein initiales
Objekt in der Kokegelkategorie von F.

Ist das Diagramm klein bzw. zusammenhingend, dann wird der Kolimes klein bzw.
zusammenhdngend genannt. Aus Lemma (22.4)) folgt:

Korollar 20.8. Kolimiten sind eindeutig bis auf Isomorphie.

Der Kolimes eines Diagramms Z — C wird daher auch als ligiE ; X; bezeichnet. Es
gilt:
lim (7" — C) =0 (20.9)

Der Kolimes eines kleinen bzw. zusammenhédngenden Diagramms wird kleiner bzw. zu-
sammenhdngender Kolimes genannt.

Lemma 20.9. Fir ein Diagramm X : T — C mit einem terminalen Objekt 1 € ObZ ust:
lim X; = X;. (20.10)

Beweis. XXXX ]

Lemma 20.10. Kolimiten erhalten Produkte.

Beweis. ]

Lemma 20.11. Zusammenhdngende Kolimiten erhalten Koprodukte.

Beweis. O

Lemma 20.12. Fin Funktor erhdlt Kolimiten genau dann, wenn er initiale Objekte und
zusammenhdangende Kolimaiten erhalt.
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Beweis. O
Lemma 20.13. Fir Kategorien Z, J und C und einen Funktor F': T x J — C:

lig P (i, j) = ling i F°(3, ) = liny lng F*(i. ) (20.11)
(4,J)eIxT €T jeJ JjeJ i€l

lim  F(i, j) = lim lim F(i, j) 2 lim lim F (i, 5) (20.12)
(4,7)EIXT 1€Z jeJ JET €L

Beweis.
Home(A, lim F(i,j))® lm Home(4, F(i,j))
(4,9)€EIXT (1,§)ETXT

= lim lim Home (A, F(i, j)) = Home (A, lim lim F(7, 7))

1€L jeT €L jeTJ
%@@Homc(A,F(i,j)) = Homc(A,@@F(i,j)) (20.13)
JET 1€L JETJ €L

HomC( llgl’l F(Zvj)aB)g M HOch(F(Z,j),B)
(i,.9)€TxT (i,§)ETXT
%@@Homc(F(i,j), B) = Homc(@@F(i,j), B)
€T jeT i€ jeT
%T&nl'&nHomC(F(i,j),B) &~ Homc(ligligF(i,j),B) (20.14)
JET €L JET €L

]

Lemma 20.14. In Set kommutieren kleine Limiten mit gefilterten Kolimiten bis auf
Isomorphie.

Beweis. OJ
(hﬂ X;)P = @Xi (20.15)

il el
(@ X;)P = li&Xi (20.16)

icl il

Lemma 20.15. Fiir Kategorien T und C ist l'&lig: CT — C ein XXXX Funktor.
Beweis. XXXX O
Lemma 20.16. Fir Kategorien T und C ist h&iel: CT — C ein XXXX Funktor.

Beweis. XXXX N
Satz 20.17.
Hom, ligX,-,Y §@Homc(Xi,Y) (20.17)
icl el
Home <X,T£1§Q) = l'&nHomC(X,Y;) (20.18)
il el
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Beweis. XXXX N

Die Isomorphien kénnen mit Lemma (XXXX) auch mithilfe der jeweils anderen gezeigt
werden:
Home (lim X;, Y) = Homgcor (Y, (lim X;)°P) = Homgor (Y, lim X
c( ZEQI ) cor (Y, ( Zeﬂj )*) con %16_[ )
= lim Homeer (Y, X;) = lim Home (X, Y) (20.19)
iel iel
Home (X, lim ¥;) = Homger ((Jm ¥5)*?, X) = Homger (lim Y5, X)
i€z ieT iet
= lim Homger (Y;, X) = lim Home (X, Y)) (20.20)
i€z €T
Ein Funktor, der endliche Limiten (nach links zeigender Pfeil) erhélt, wird linksezakt und
ein Funktor, der endliche Kolimiten (nach rechts zeigender Pfeil) erhélt, wird rechtsexakt
genannt. Ein links- und rechtsexakter Funktor wird exakt genannt. Nach Satz (20.17)
ist Home (X, —) fiir jedes Objekt X € ObC linksexakt. Nach Lemma (XXXX) ist Hm
linksexakt und hgq rechtsexakt.

Lemma 20.18. Fir eine Kategorie C sowie adjungierte Funktoren F': C = C: G ist:

V.4 (20.21)
neN
lim F" A lim G" (20.22)
neN neN
Beweis. O

Beweis.

Homc(@ F"X)Y) = Jim Hom¢(F"X,Y)

neN neN
= T&nHomc(X, G"Y) = Home(X, l'&lG"Y) (20.23)
neN neN

]

Satz 20.19. Fir Kategorien C und D sowie adjungierte Funktoren F: C < D: G mit
F 4G kommutiert F mit Kolimiten und G mit Limiten:

F(lig X;) = lig FX; (20.24)
el el

G(imY;) = lim GY; (20.25)
el el

Beweis.
HomD(F(lig X;),Y)= Homc(lig X;,GY) = l'&nHomc(Xi, GY)
iel iel iel
= lim Homp(FX;,Y) = Homp(liﬂ FX,Y) (20.26)
il il
Home (X, G(I&HY;)) =~ Hom¢(F X, l&an) = @HomD(FX, Y;)
il iel iel

= lim Home (X, GY;) = Home (X, lim GY)) (20.27)

el el
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20.3 Filtiertheit und Vollstandigkeit

Definition 20.20 (Filtierte Kategorie). Eine Kategorie C, fir die jedes endliche Dia-
gramm einen Kokegel besitzt wird filtriert genannt.

Definition 20.21 ((Ko)vollstindige Kategorie). Eine Kategorie C, fiir die jedes kleine
Diagramm einen (Ko )limes besitzt wird (ko)vollstandig genannt.

Beispiel 20.22. Fir einen Vektorraum V st die Menge aller endlich erzeugten Unter-
vektorraume von V' eine filtrierte Kategorie.

Beispiel 20.23. Fir eine Gruppe G ist die Menge aller Normalteiler N<G mit endlichem
Indez, also fir die |G/N| < oo, eine kofiltrierte Kategorie.

Beispiel 20.24. Fir eine Menge Y ist die Menge aller Paare (X, f: X —Y) mit einer
endlichen Menge X eine filtrierte Kategorie.

Beispiel 20.25. Fir ein Modul Y ist die Menge aller Module (f, f: X — Y mit einem
endlich prisentierten Modul Y eine filtrierte Kategorie.

Lemma 20.26. Fir endlich kovollstindige Kategorien C und D ist ein Funktor F': C —
D genau dann rechisexakt, wenn fir alle d € ObD die Kommakategorie F'/d filtiert ist.

Beweis. XXXX OJ

Lemma 20.27. Fir endlich vollstindige Kategorien C und D ist ein Funktor F: C — D
genau dann linksexakt, wenn fir alle d € ObD die Kommakategorie (d\F)P filtiert ist.

Beweis. XXXX N
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Funktoren

Fiir zwei Kategorien C, D betrachte die Abbildungen:
Fop: ObC — Ob(D) (21.1)

From: HOIIlc(X, Y) — HOHID(FQb(X), FOb(Y)) (212)

Da aufgrund der verschiedenen Notation von Objekten (Grofibuchstaben) und Morphis-
men (Kleinbuchstaben) klar ist, welche Abbildung gemeint ist werden im folgenden meist
beide mit F' bezeichnet.

Definition 21.1 (Kovarianter Funktor). Erfillen die Abbildungen die FEigenschaften:
Flidy) = idex) (21.3)
F(fog)=F(f)oF(g) (21.4)
bilden sie einen kovarianten Funktor F: C — D.

Ein kovarianter Funktor bildet kommutative Diagramme auf kommutative Diagramme
ab:

X J9 .z px LU9=For oy
Y FY

Definition 21.2 (Kontravarianter Funktor). Erfillen die Abbildungen die Eigenschaften:
F(idx) = idpx) (21.5)

F(fog)=F(g)oF(f) (21.6)

bilden sie einen kontravarianten Funktor F': C — D.

Ein kontravarianter Funktor bildet kommutative Diagramme auf kommutative Dia-
gramme ab:

X J9 .z FX LU=
Y FY
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Statt F'(X) und F(f) wird auch FX und F f geschrieben.

Aus der Definition folgt, dass Vf € Home(X,Y'), womit F f € Home(FX, FY):
dom(Ff) = FX = F(dom f) (21.7)
cod(Ff)=FY = F(cod f) (21.8)

und das Bestimmen von Quelle und Ziel mit einem kovarianten Funktor vertauscht.

Aus der Definition folgt, dass Vf € Home(X,Y'), womit F f € Home(FY, FX):
dom(Ff) = FY = F(cod f) (21.9)
cod(Ff)=FX = F(dom f) (21.10)

und das Bestimmen von Quelle und Ziel mit einem kontravarianten Funktor vertauscht.

Ein Funktor F': C — C wird Endofunktor genannt.

Ob Cat — Set, ((C r D) - (Obc Fo, ObD) (21.11)
ArCat — Set, <(C EN D) — (Arc Lhrom, ArD) (21.12)

Definition 21.3 (Identitatsfunktor). Fir jede Kategorie C ist der Endofunktor:
c:Co>C X=X, f=f (21.13)

der Identitdatsfunktor auf der Kategorie.

Definition 21.4 (kofinal). Ein Funktor F': C — D fir den VY € ObD3X € ObC3f €
Homyp (Y, FX) und fir den fir zwei solcher Objekte Y, Y’ € ObD und zwei solcher Mor-
phismen f € Homp(Y, FX), f' € Homp(Y', FX) ein Objekt Z € ObD

Funktoren erhalten nicht unbedingt Mono- und Epimorphismen, jedoch gilt:
Lemma 21.5. Kovariante und kontravariante Funktoren erhalten Isomorphismen.

Beweis. Seien C und D Kategorien und F': C — D ein kovarianter Funktor, X, Y € Ob(C
Objekte und f € Home(X,Y') ein Isomorphismus, dann ist F'f € Homp(F X, F'Y') ebenso
einer, da:

FfoFf'=F(fof™')=Fidx =idpx (21.14)
FfloFf=F(f'of)=Fidy =idpy (21.15)
Analog fiir kontravariante Funktoren. m

Darauf folgt, dass Isomorphie unter einem Funktor erhalten bleibt, also isomorphe
Objekte wieder auf isomorphe Objekte abgebildet werden.

Lemma 21.6. Kovariante Funktoren erhalten Retraktionen und Koretraktionen, kontra-
variante Funktoren wandeln sie in die jeweils andere um.

Bewezs. O

Cat ist die Kategorie der kleinen Kategorien, deren Objekte alle kleinen Kategorien
und deren Morphismen alle kovarianten Funktoren sind:

Hom(C, D) := ObFct(C, D) (21.16)

Da die terminale Kategorie 7 nur ein Objekt und einen Morphismus enthélt, gibt es von
jeder beliebigen anderen kleinen Kategorie C nur einen Funktor C — 7 in diese, womit
T ein terminales Objekt in Cat ist, was den Namen rechtfertigt.
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21.1 Duale Funktoren

Definition 21.7 (Dualer Funktor). Fir Kategorien C,D und einen Funktor F': C — D
st der Funktor F°P: D — C° der Objekte und Morphismen genauso wie F' abbildet,
der duale Funktor.

%P Cat — Cat ist damit ein kontravarianter Funktor.

21.2 Volltreue Funktoren und Einbettungen

Definition 21.8 (Treue, volle und volltreue Funktoren). Fir Kategorien C und D wird
ein Funktor F: C — D fiir den fiir alle Objekte X,Y € ObC die Abbildung:

Fxy: Home(X,Y) — Homp(FX,FY), f— Ff (21.17)

injektiv bzw. surjektiv bzw. bijektiv ist, treu bzw. voll bzw. volltreu (oder vollig treu)
genanmnt.

Da die Komposition von injektiven bzw. surjektiven bzw. bijektiven Abbildungen wie-
der injektiv bzw. surjektiv bzw. bijektiv ist, folgt:

Korollar 21.9. Die Komposition von treuen Funktoren ist treu.
Korollar 21.10. Die Komposition von vollen Funktoren ist voll.
Korollar 21.11. Die Komposition von volltreuen Funktoren ist volltreu.

Andere Lemmata iiber Injektivitit, Surjektivitit und Bijektivitit lassen sich ebenfalls
(fast) analog iibertragen.

Lemma 21.12. Ist G o F treu, dann ist F treu.

Beweis. Fir X, Y € ObC ist (G o) F)X7y = GFX,FY o) FX,Y injektiv, womit FX,Y anekth
ist, womit [ treu ist. O

Lemma 21.13. Ist G o ' voll und F surjektiv auf Objekten, dann ist G voll.

Beweis. Fiir X', Y € ObDgibtes X,Y € ObCmit FX = X' und FY =Y. (GoF)xy =
GFX,FYOFX,Y = GX’,Y’OFX,Y ist surjektiv, womit GX/,YI surjektiv iSt, womit G voll ist. [

Lemma 21.14. Ist Go F treu und I voll sowie surjektiv auf Objekten, dann ist G treu.

Beweis. Fiir X', Y’ € ObD gibtes X, Y € ObCmit FX = X' und FY =Y'. (GoF)xy =
GFX,FY O FX,Y = GX'7Y/ o FX,Y ist, 1nJekt1V und da FX,Y Surjektiv iSt7 ist GX'7Y/ injektiv,
womit G treu ist. O

Lemma 21.15. Ist G o F' voll und G treu, dann ist F' voll.

Beweis. Fiir X,Y € ObC ist (G o F)xy = Grxry © Fxy surjektiv und da Gpx ry
injektiv ist, ist ['xy surjektiv, womit [/ voll ist. O

Durch Kombination folgt:

Lemma 21.16. Ist G o F wolltreu und F surjektiv auf Objekten und voll, dann ist G
volltreu.
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Beweis. GoF ist treu, nach Lemma (21.14)) ist G treu. Go F ist voll, nach Lemma ([21.13|)
ist G voll. G ist daher volltreu. m

Lemma 21.17. Ist G o I volltreu und G treu, dann ist F volltreu.

Beweis. GoF ist treu, nach Lemma (21.12]) ist F" voll. Go F'ist voll, nach Lemma (21.15)
ist F' treu. F' ist daher volltreu. O

Lemma 21.18. Treue Funktoren reflektieren Mono- und Epimorphismen (also ebenso
Bimorphismen,).

Beweis. Sei F': C — D ein Funktor und f: Y — Z ein Morphismus in C, sodass
Ff: FY — FZ ein Monomorphismus ist. Seien g, h: X — Y Morphismen in C, dann ist:

fog=foh=FfoFg=F(fog)=F(foh)=FfoFh

F f episch F treu
e

Fg=Fh=—= g=h. (21.18)

]

Lemma 21.19. Fir Kategorien C und D sowie einen Funktor F: C — D ist ein Mor-
phismus f € ArC genau dann ein Isomorphismus, wenn F'f € ArD einer ist.

Beweis. XXXX OJ

Definition 21.20 (Einbettung). Fir Kategorien C und D wird ein Funktor F': C — D,
fur den Fyom tnjektiv ist, Einbettung genannt.

Satz 21.21. Fir Kategorien C,D und eine Einbettung F': C — D bilden jeweils die
Objekte FX, X € ObC und Morphismen F [, f € ArC eine Unterkategorie von D, die als
F(C) bezeichnet wird.

Beweis. O

Satz 21.22. Fir Kategorien C,D und eine volle Einbettung F': C — D ist F(C) eine
volle Unterkategorie von D.

Bewezs. O

21.3 Subfunktoren

Definition 21.23 (Subfunktor). Fir eine Kategorie C und einen (kovarianten) Funktor
F: C — Set ist ein (kovarianter) Funktor G: C — Set, fir den:

) ¥X € ObC: GX C FX
]]) VX,Y € ObCVf € Homc(X, Y) Gf = Ff|GX

ein Subfunktor von F', notiert als G C F.
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Funktoralgebren und -koalgebren

Definition 22.1 (Funktoralgebra). Fiir eine Kategorie C und einen Endofunktor F: C —
C ist ein Tupel (X, f) aus einem Objekt X € ObC und einem Morphismus f: FX — X
eine F-Algebra.

Fiir F-Algebren (X, f) und (Y, g) wird ein Morphismus ¢: X — Y mit go F'¢p = ¢o f,
also fiir den das Diagramm:

FX 1, x

W

kommutiert, ein F'-Algebrenmorphismus genannt. XXXX Daher bilden die F-Algebren
und F-Algebrenhomomorphismen eine Kategorie, die als Alg(F') bezeichnet wird. Ein
initiales Objekt in dieser Kategorie wird initiale F'-Algebra genannt und der eindeutige
Morphismen von dieser in eine andere F-Algebra wird Katamorphismus genannt.

Definition 22.2 (Funktorkoalgebra). Fiir eine Kategorie C und einen Endofunktor F': C —
C ist ein Tupel (X, f) aus einem Objekt X € ObC und einem Morphismus f: X — FX
eine F-Koalgebra.

Fiir F-Koalgebren (X, f) und (Y, g) wird ein Morphismus ¢: X — Y mit gop = Fgof,
also fiir den das Diagramm:

x-1.rx

1 e

Y —— FY

kommutiert, ein F'-Algebrenmorphismus genannt. XXXX Daher bilden die F-Koalgebren
und F-Koalgebrenhomomorphismen eine Kategorie, die als Coalg(F') bezeichnet wird.
Ein terminales Objekt in dieser Kategorie wird terminale F'-Koalgebra genannt und der
eindeutige Morphismen von einer anderen F-Koalgebra in diese wird Anamorphismus
genannt. Die Komposition eines Kata- mit einem nachfolgenden Anamorphismus wird
Metamorphismus genannt. Die Komposition eines Ana- mit einem nachfolgenden Kata-
morphismus wird Hylomorphismus genannt.
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Externer Hom-Funktor

Sei C eine lokal kleine Kategorie. Hom¢ kann als Abbildung aufgefasst werden, die zwei
Objekten X,Y € ObC eine Menge Home(X,Y'), also ein Element von Ob Set, zuordnet.
Wenn Hom¢ nun geeignet auch fiir Morphismen definiert wird, kann er zu einem Funktor
verallgemeinert werden, der externer Hom-Funktor genannt wird.

Fiir zwei weitere Objekte X', Y’ € ObC und Morphismen f € Home(X, X'),g € Home(Y,Y”)
sei:

Home(f,Y): Home(X',Y) — Home(X,Y), & Eo f (23.1)
Home (X, g): Home(X,Y) — Home(X,Y'), £+ go& (23.2)
Home(f, g): Home(X',Y) — Home(X,Y'),E— go&o f (23.3)

also sodass die Diagramme:

(f,idy) Home (f,Y)

(X,Y) (X")Y) Home(X,Y) Home (X', Y)
(idx ,g)l (f:9) l(idxf 9) Home (X »g)l Home(f,9) lHomc (X",9)
/! / / / / /
(X,Y)W)(X,Y) HOHIC(X7Y)<WHOHIC(X,Y)
kommutieren.

Home(f, g) = Home (X, g) o Home(f,Y)

= Home¢(f,Y") o Home (X', g) (23.4)

zudem folgt:
Home(idy, g) = Home (X, g) (23.5)
Home/(f,idy) = Home(f,Y) (23.6)

Fiir ein festes Objekt X € ObC ist nun Home (X, —): C — Set ein kovarianter Funktor,
denn aus Gleichung () ldsst sich ablesen:

HOH’lc(X, ldy) = idHomc(X,Y) (237)

Home (X, g o ¢') = Home (X, g) o Home (X, ¢') (23.8)

Fiir ein festes Objekt Y € ObC ist nun Home(—,Y): C — Set ein kontravarianter
Funktor bzw. kovariant als C°® — Set, denn aus Gleichung () ldsst sich ablesen:

Homc(idx7 Y) - idHomc (X,Y) (239)
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Home(f o f',Y) = Home(f',Y) o Home(f,Y) (23.10)

Damit ist Hom¢(—, —): C°? x C — Set ein kovarianter Funktor, denn aus Gleichung ()
lasst sich ablesen:

Homc<idx, ldy) = idHomc(X,Y) (2311)

Home(f o f',g 0 g') = Home(f', g) o Home(f, g') (23.12)
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Funktorkategorie

Definition 24.1 (Funktorkategorie). Fiir zwei Kategorien C und D ist:

Fct(C, D) (auch Funct(C, D), Mor(C, D) oder D) (24.1)

mat der Setzung:
ObFct(C,D): Klasse aller Funktoren F': C — D (24.2)
Hompeyc,py (F, G) :={n: FF = G|F,G € ObFct(C, D)} (24.3)

(Klasse aller natirlichen Transformationenn: F = G)

thre Funktorkategorie.
Die Funktorkategorie ist tatséchlich eine Kategorie.

Beweis. Fiir einen Endofunktor F': C — C existiert stets ....

Zudem ist nach Satz () die vertikale Verkettung von natiirlichen Transformationen, den
Morphismen auf der Funktorkategorie, wieder eine natiirliche Transformation. O]

Lemma 24.2. Fir Kategorien C und D ist:
Fct(C, D) = Fet(CP, DP). (24.4)
Beweis. XXXX ]

Fct kann als Abbildung aufgefasst werden, die zwei lokal kleinen Kategorien C, D € Ob
eine lokal kleine Kategorie Fct(C, D), also ein Element aus Ob, zuordnet. Wenn Fct nun
geeignet auch fiir Morphismen definiert wird, kann er zu einem Funktor verallgemeinert
werden, der Funktorkategorie-Funktor genannt wird.

Fiir zwei weitere lokal kleine Kategorien C', D" € Ob und Funktoren F' € ObFct(C,C'),
G € ObFet(D, D)

Fet(F,D): Fet(C', D) — Fet(C,D),Z+s Eo F (24.5)
Fet(C,G): Fet(C,D) — Fet(C,D'),E—~ Go = (24.6
Fct(F,G): Fet(C', D) = Fet(C,D'),Z+— GoZo F (24.7)
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also sodass die Diagramme:

(Fip) Fet(F,D)

(C, D) —=2—(C',D) Fct(C, D) «+————— Fct(C/, D)
(C,G)l (F.G) l(C/,G) Fct((C,G)l W J/Fct((c’,G)
(C, D/) Tp/)} (C,, D/) FCt((C, D/) (W FCt(CI, D/)

kommutieren. Fiir eine feste lokal kleine Kategorie C € Ob ist nun Fct(C, —): Cat — Cat
ein kovarianter Funktor, denn aus Gleichung () lasst sich ablesen:

FCt(C,D ) :Fct((C,’D) (248)

Fct(C,G o G') = Fet(C, G) o Fet(C, G') (24.9)

Fiir eine feste lokal kleine Kategorie D € Ob ist nun Fct(—,D): Cat — Cat ein kon-
travarianter Funktor bzw. kovariant als Cat®® — Cat, denn aus Gleichung () ldsst sich
ablesen:

FCt(C, D) —Fct(C,D) (24.10)
Fct(F o F', D) = Fct(F', D) o Fet(F, D) (24.11)

Damit ist Fct: Cat® x Cat — Cat ein kovarianter Funktor, denn aus Gleichung () lasst
sich ablesen:

Fet(c,p ) =Fet(c,p) (24.12)
Fct(Fo F',GoG") = Fct(F',G) o Fet(F, G") (24.13)
Es ist also Fct € Ob Fet(Cat® x Cat, Cat).
Definition 24.3 (Endofunktorkategorie). Fiir eine Kategorie C ist:

End C := Fet(C, C) (24.14)

thre Endofunktorkategorie.
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Naturliche Transformationen

Definition 25.1 (Natiirliche Transformationen). Fir Kategorien C und D sowie Funk-
toren F,G: C — D bilden Morphismen nx € Homp(FX,GX) fir jedes Objekt X € ObC
fur die fir jeden Morphismus f: X —Y in C:

Gfonx =nyolf (25.1)

also fir die das Diagramm.:
FX 2.GX

o o

FY — GY
ny
kommutiert, eine natiirliche Transformation n: F = G.

Die Klasse aller natiirlichen Transformationen n: F' — G zwischen Funktoren F,G: C —
D fiir zwei Kategorien C, D ist:
Nat(F, G) (25.2)

25.1 Vertikale und horizontale Verkettung

Definition 25.2 (Vertikale Verkettung). Fir Kategorien C und D, Funktoren F,G,H: C —
D sowie natiirliche Transformationen o: F = G und p: G = H ist foa: F = H mit:

YV :(Boa)x =Bxoax (25.3)

XeO0bC
die vertikale Verkettung.
Die vertikale Verkettung ist eine natiirliche Transformation.

Beweis.

Vf e Home(X,Y): Hf o(Boa)y = Hf o Bx oax

B n.T.

2 By 0 Gf o ax

anT

= PyoayoFf=(foa)yolf (25.4)

]
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Definition 25.3 (Horizontale Verkettung). Fir Kategorien C, D und £, Funktoren F, F': C —
D und G,G": D — & sowie natirliche Transformationen o: F = F' und 5: G = G’ ist
Boa: GF = G'F' mit:

Xe\sz: (Boa)y = Gax o By (25.5)
die horizontale Verkettung.

Die vertikale Verkettung ist eine natiirliche Transformation.

Beweis. XXXX N

25.2 Induzierte naturliche Transformationen

Seien A, A’: C — D Funktoren und ¢: A = A’ eine natiirliche Transformation. Sei
F: D — & ein Funktor, dann gibt es eine natiirliche Transformation F,¢: F,A = F, A’
mit (F.¢)x = F¢x, wobei fiir jeden Morphismus f: X — Y in C:

FAfo(F.¢)x =FAfoF¢x=F(Afog¢y)

— F(dy 0 Af) = Foby o FAf = (Fud)y o FAf (25.6)
¢X 12 F¢X /

AX — A'X FAX — FA'X

Afl lA’f FAfl J/FA’f

Korollar 25.4. Ist ¢ ein natirlicher Isomorphismus, dann ist F,¢ einer.
Korollar 25.5. Natirliche Isomorphie bleibt unter Nachkomposition erhalten.

Seien B, B’": D — &£ Funktoren und ¢ : B = B’ eine natiirliche Transformation. Sei
G: C — D ein Funktor, dann gibt es eine natiirliche Transformation G*¢: G*B = G*B’
mit (G*Y)x = Yax, wobei fiir jeden Morphismus f: X — Y in C:

B'Gfo(G"¢)x = B'Gf o pox = ¢ay o BGf = (G*¢)y o BGf (25.7)

BGX 2%, BIGX

BG fJ lB’G f

BGY —— B'GY
by

Korollar 25.6. Ist ¢ ein natirlicher Isomorphismus, dann ist G* einer.
Korollar 25.7. Natirliche Isomorphie bleibt unter Vorkomposition erhalten.

Seien F G: C — D Funktoren und n: F' = G eine natiirliche Transformation. Fiir die
durch Vorkomposition erzeugen Funktoren F*,G*: Fct(E,C) — Fct(E, D) soll eine von
n erzeugte natiirliche Transformation n*: F* = G* und fiir die durch Nachkomposition
erzeugten Funktoren F, G,.: Fct(D,€) — Fet(C, ) soll eine von 7 erzeugte natiirliche
Transformation 7.: F, = G, gefunden werden. Fiir A € Fct(€,C) und B € Fct(D, )
sind:

(f)a: F*A= G*A (25.8)
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(n)p: F.B = G.B (25.9)

jeweils Morphismen in Fct(€, D) und Fct(C, £), also wieder natiirliche Transformationen.
Fir A’ € Fet(€,C) und B’ € Fet(D, E) sowie natiirliche Transformationen ¢: A = A’
und ¥: B = B’ soll gelten:

G*po (N )a=(n)a o k"¢ (25.10)

G o (77*)3 = (77*)3’ o Fii (25-11)
Mit Objekten X € ObC und Y € Ob D folgt mit Gleichung ([25.3):

dax o ((N)a)x = (G"P)x o (N )a)x = ((N)a)x o (F'9)x = ((n")a)x 0o drx (25.12)
Gy o ((n)B)y = (Gu)y o (n)B)y = () Br)y © (Fu)y = ((m:)B)y o by (25.13)

Arx x| aax Ry By apy
¢FXl Lﬁcx F"/}Yl leY
AFX — L AGX FBY — L GBY
() anx () o)y

Passende Definitionen sind daher:
(") a)x = Anx (25.14)
((77*)B>Y = NBY (25-15)

Korollar 25.8. Wenn n ein natirlicher Isomorphismus ist, dann sind n* und 1, ebenso
natirliche Isomorphismen.

25.3 Natiirliche Isomorphismen

Lemma 25.9. Fir Kategorien C und D, Funktoren F,G: C — D sind fiir eine natirliche
Transformation n: F = G dquivalent:

L) Es gibt eine natirliche Transformation (: G = F mit (on =p und no =q. 1 ist
also ein Isomorphismus in Fct(C, D).

II.) nx: FX — GX ist fiir jedes Objekt X € ObC ein Isomorphismus in C.
Beweis. 1.)=11.): (xonx = ((on)x = (r)x =idpx und nx o(x = (no )x = (¢)x =
idGX ]

Definition 25.10 (Natiirlicher Isomorphismus). Eine natirliche Transformation, fir wel-
che die dquivalenten Bedingungen von Lemma erfillt sind, wird natiirlicher Iso-
morphismus genannt.

Korollar 25.11. Sind F und G natirlich isomorphe Funktoren, dann sind HF und HG
sowie F'I und GI natirlich isomorphe Funktoren.

25.4 Interner Hom-Funktor

Definition 25.12 (Interner Hom-Funktor). Fir eine Kategorie C mit einem Vergissfunk-
tor %5 C — Set wird ein (kovarianter) Funktor Hom,(—,—): C? x C — C mut:

& o Hom,(—, —) = Hom(—, —) (25.16)

ein interner Hom-Funktor genanni.
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Ende und Koende

26.1 Ende

Definition 26.1 (Ende). Fir Kategorien C,D, einen Funktor F': C® x C — D besteht
ein Ende (E,¢) von F aus:

I.) einem Objekt E € ObD

II.) einem Morphismus ¢x € Homp(F, F(X, X)) fir jedes Objekt X € ObC, sodass:

VX,Y € ObCVf € Home(X,Y): F(X, f) o ¢x = dy o F(f,Y) (26.1)

also fiir die das Diagramm.:

E—% L F(X,X)
¢Yl lF(XJ)
F(Y.Y) i FIXY)

kommutiert.

Lemma 26.2. Das Ende ist universell, ist (E',¢') ein anderes Ende, dann:
Jlw € Home(E', E)VX € ObC: ¢y = pxow (26.2)

also fir den das Diagramm:
Ee——* F

N S

kommutiert.

Beweis. XXXX N

Das Ende wird daher meist notiert als:

oE /X XX (26.3)
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Satz 26.3. Fir lokal kleine Kategorien C und D sowie Funktoren F,G: C — D st die
Klasse Nat(F, G) der natirlichen Transformationen zwischen ihnen ein Ende des Funktors
Homp(F—,G—): C°? x C — Set:

Nat(F, G) = / Homp(FX, GX). (26.4)
XeC

Dieser Satz erklirt die Notation des Endes durch ein Integral. Ahnlich wie dieses infi-
nitesimale Flachenstiicke zu einer grofen Fliche zusammensetzt, besteht eine natiirliche
Transformation in Nat(F, G) aus zahlreichen Morphismen in Homp(F X, GX).

Beweis. Fiir ein Objekt X € ObC ist der entsprechende Strukturmorphismus ¢y : Nat(F,G) —
Homp(FX,GX), dx(n) = nx des Endes genau die Zuweisung des entsprechenden Struk-
turmorphismus der natiirlichen Transformation. Das entsprechende Diagramm des Endes:

Nat(F, G) ox Home (FX, GX)
¢yl lHomC(FX,G 1)
Home(FY, GY) Home(FX,GY)

Hom¢ (F f,GY)

kommutiert, da das entsprechende Diagramm der natiirlichen Transformation kommutiert.
Mit : F = G und Gleichung (25.1)) ist:

(Home (FX,Gf) 0 éx)(n) = (Home(FX, Gf)(nx) = Gf onx = ny o Ff
= Home(Ff,GY)(ny) = (Home(F f,GY) o ¢y)(n). (26.5)

]

Lemma 26.4. Fiir Kategorien C und D, einen Funktor F': C°° x C — D und ein Objekt
D € ObD gilt:

Homp (D, /C P 0)) ~ /C _Homp (D.F(C.C). (26.6)

Beweis. XXXX OJ

26.2 Koende

Definition 26.5 (Koende). Fir Kategorien C, D, einen Funktor F': CP x C — D besteht
ein Koende (D, 1) von F aus:

L) einem Objekt D € ObD

II.) einem Morphismus 1¥x € Homp(F(X, X), D) fir jedes Objekt X € ObC, sodass:

VX,Y € ObCVf € Home(Y, X): vy o F(X, f) = by o F(f,Y) (26.7)
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also fir die das Diagramm.:

( f)

F(faY)J/ Jfl’x
FY)Y) ¢Y—> D

kommutiert.

Lemma 26.6. Das Koende ist universell, ist (D',¢") ein anderes Koende, dann:

Jlw € Home(D, D' )VX € ObC: ¢y =w oy (26.8)

5N\

D——m—D

also fir den das Diagramm:

kommutiert.
Beweis. XXXX N

Das Koende wird daher meist notiert als:
XeC
D = / F(X,X) (26.9)

Lemma 26.7. Fiir Kategorien C und D, einen Funktor F': C°° x C — D und ein Objekt
D € ObD gilt:

Homp ( / “re C),D) ~ /C __ Homp (F(C.C).D). (26.10)

Beweis. XXXX N

Satz 26.8 (Darstellungssatz, kovariant). Fir Kategorien C und D, wobei letztere alle
Koprodukte besitzt, und einen kovarianten Funktor F': C — D gilt:

cec
F ’1/ Hom¢(C, —) x FC. (26.11)

Beweis. Sei G: C — D ein kovarianter Funktor, dann folgt mit Satz (26.3]), dem Yoneda-

Lemma und Lemma (26.7):
&
Nat(F, G) = / Homp(FC, GC) = / Nat(Home (C, —), Homp(FC, G—))
cec cec
ceC
= / Nat(Home(C, —) x FC,G) = Nat </ Hom¢(C, —) x FC, G) ;
ceC

(26.12)

womit die Behauptung aus dem Yoneda-Lemma folgt. O]
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Satz 26.9 (Darstellungssatz, kontravariant). Fir Kategorien C und D, wobei letztere alle
Koprodukte besitzt, und einen kontravarianten Funktor F: C — D gilt:

ceC
F %/ Home(—,C) x FC. (26.13)

Beweis. Sei G: C — D ein kontravarianter Funktor, dann folgt mit Satz (26.3), dem
Yoneda-Lemma nach (42.5) und Lemma (26.7)):

Nat(G, F) = /

&
Homp(GC, GF) / Nat(Home (—, C), Homp (G—, FC))
CeC

Ccec
ceC
= / Nat(G,Hom¢(C, —) x FC') = Nat (G,/ Home(—, C) x FC) ,
cec
(26.14)

womit die Behauptung aus dem Yoneda-Lemma folgt. O]
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Kapitel 27

Profunktoren

Definition 27.1 (Profunktor). Fir Kategorien C und D ist ein Funktor der Form F: D°P x
C — Set ein Profunktor F': C » D.

Fiir eine Kategorie C ist Home: C -+ C ein Profunktor. Fiir Kategorien C und D
induziert ein Funktor F': C — D zwei Profunktoren:

HOIDD<F,D )2 D+ C (271)
Homp(p, F): C—» D (27.2)
Zudem ist & o F: C — D = Fct(D, Set), womit:
FoF:C-»D,(dc)— (& oF)(c)(d) (27.3)
ein Profunktor ist.
deD
FoG(—, ) ;:/ Fd,—) ® G(—,d) (27.4)

27.1 Graphen und Kographen

Definition 27.2 (Kograph eines Funktors). Fir Kategorien C und D und einen Funktor

F:C— D ist (F) mit:

Ob(F) :=O0bCULObD (27.5)
Hom¢(X,Y) ;XY €ObD
Homp(X,Y) ;X,Y €ObD

Homp(FX,Y) ;X € ObC,Y € ObD
0 : X €O0bD,Y € ObC

Hom g (X,Y) := (27.6)

der Kograph von F.

Definition 27.3 (Kograph eines Profunktors). Fir Kategorien C und D und einen Pro-
funktor F': C - D ist (F) mit:

Ob(F) := ObC LObD (27.7)

Hom¢(X,Y) ;X,Y € ObD

Homp(X,Y) ;X,Y € ObD
F(X,Y) ;X eObD,YeObC
0 ; X €O0b(C,Y € ObD

Homp) (X,Y) := (27.8)

der Kograph von F.
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T-Kategorien und -Funktoren

Definition 28.1 ({-Kategorie). Fine Kategorie C, fir die ein kontravarianter Endofunk-
tor t: C — C existiert, sodass:

VX € ObC: §(X) =X (28.1)

tot =c (28.2)

wird T-Kategorie genannt.

Die Anwendung von t auf ein Objekt X € C bzw. einen Morphismus f € ArC wird
auch als X' := (X) bzw. fT:= {(f) geschrieben.

Ein Morphismus f € ArC, fiir den fT = f, wird selbstadjungiert genannt und ein Isomor-
phismus f € ArC, fiir den fT = f~', wird unitir genannt. DagCat ist die Kategorie
der T-Kategorien. Sie ist eine Unterkategorie von Cat. Hilb ist die Kategorie der Hil-
bertrdume, deren Objekte alle Hilbertrdume und deren Morphismen alle kurzen linearen
Abbildungen sind. Hilbyg, ist die Kategorie der endlichdimensionalen Hilbertriume, de-
ren Objekte alle endlichdimensionalen Hilbertrdume und deren Morphismen alle kurzen
linearen Abbildungen sind. Sie ist eine Unterkategorie von Hilb.

Definition 28.2 (f-Funktor).
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C*-Kategorien

Satz 29.1. Fiir jede C* Kategorie C gibt es einen treuen *-Funktor F': C — Hilb.

Beweis.
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Kernkategorien

Die Endomorphismen auf einem Monoid bilden wieder ein Monoid und die Automorphis-
men auf einer Gruppe bilden wieder eine Gruppe, was diese jeweils zu Abbildungen:

End: ObMag — ObMon (30.1)
Aut: ObMag — Ob Grp (30.2)
macht.

Definition 30.1 (Kernkategorie). Fir eine Kategorie C wird die Unterkategorie C < C,
die all ihre Objekte, jedoch nur die Isomorphismen enthdlt:

ObC :=0b(C (30.3)
ArC :=1IsoC (30.4)
die Kernkategorie genannt, notiert als C.

Die Kernkategorie einer 7-Kategorie enthilt nur ihre unitaren Isomorphismen.

Die Kernkategorie ist notig, um aus End und Aut Funktoren zu konstruieren. Denn ein
Endomorphismus oder Automorphismus ldsst sich nur durch einen Isomorphismus auf ein
anderes Magma tibertragen. Fiir Magmen X,Y € Ob Mag induziert ein Magmenisomor-
phismus f: X — Y jeweils [somorphismen:

End(f): End(X) — End(Y),€ s fofo f! (30.5)
Aut(f): Aut(X) — Aut(Y), & folo f1, (30.6)
womit:
End: Mag — Mon (30.7)
Aut: Mag — Grp (30.8)

Der Kern wird damit zu einem Funktor:

: Cat — Grpd (30.9)
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30.1 Homotopieinvariante Funktoren

Definition 30.2 (Homotopieinvarianter Funktor). Fir eine Kategorie C wird ein Funktor
F: Top — C, fiir den VX,Y € ObTop und fir alle homotopen Abbildungen f,g €
Top(X,Y) jeweils F f = Fg gilt, homotopieinvariant genannt.

Beispiel 30.3. m;: Top — Grp und 7,,: Top — Ab sind homotopieinvariante Funkto-
ren.

Seien X, Y € Ob Top homotopiedquivalent mit Homotopiedquivalenzen f € Top(X,Y)
und g € Top(Y, X), dann gilt mit einem homotopieinvarianten Funktor F': Top — C:

FgoFf="F(gof)=Fidy =idpy (30.10)

FfoFg=F(fog)=Fidy =idpy (30.11)
womit FX = FY isomorph sind.

Dies gilt im Speziellen fiir m; und 7,.

107


saantz.com

Kapitel 31

Ein Objekt ohne Elemente wird leer genannt, wobei sich die Benennung von der leeren
Menge als einzigem Objekt ohne Elemente in der Kateorie der Mengen ableitet. Im Ge-
gensatz zur Kategorie der Mengen kann es jedoch in allgemeinen Kategorien passieren,
dass mehrere (nicht zueinander isomorphe) Objekte oder sogar jedes Objekt leer ist.

31.1 Lawverescher Fixpunktsatz

Bei Abbildungen von einer Menge zu sich selbst konnen Elemente dieser Menge durch
diese Abbildung auf sich selbst abgebildet werden, also Fixpunkte sein.

Definition 31.1 (Fixpunkt). In einer Kategorie C mit terminalem Objekt 1 € ObC,
einem Objekt X € ObC und einen Endomorphismus f: X — X ist ein Elementz: 1 — X
mit f(z) = x ein Fixpunkt von f.

Definition 31.2 (Fixpunkteigenschaft). In einer Kategorie C mit terminalem Objekt
1 € ObC hat ein Objekt X € ObC, fiir welches fir jeden Endomorphismus f: X — X
ein Element x: 1 — X mit f(x) = x existiert, die Fixpunkteigenschaft.

Korollar 31.3. Terminale Objekte (mit einem Endomorphismus und einem Element)
haben die Fizpunkteigenschaft.

Beispiel 31.4. In der Kategorie Set der Mengen hat eine Menge genau dann die Fixpunk-
teigenschaft, wenn sie einelementig ist. In der Kategorie Top der topologischen Rdaume
haben die offenen Finheitskugeln nach dem Brouwerschen Firpunktsatz die Fizpunktei-
genschaft.

Beispiel 31.5. Koprodukte von Objekten mit Fizpunkteigenschaft miissen nicht die Fix-
punkteigenschaft haben. In der Kategorie Set der Mengen hat eine einelementige Menge
{*} nach Beispiel die Fizpunkteigenschaft, aber {x} + {x} hat diese nicht (etwa
hat die Vertauschung beider Elemente keinen Fizpunkt). In der Kategorie Top der topo-
logischen Rdaume hat eine offene Kugel D nach Beispiel die Fizpunkteigenschaft,
aber D + D hat diese nicht (etwa hat die Vertauschung beider Kugeln keinen Fizpunkt).

Da in der Kategorie Set der Mengen die Produkte von beliebigen Familien von ein-
elementigen Mengen wieder einelementig sind und in der Kategorie Top der topologi-
schen Rdume die Produkte von endlichen Familien von Kugeln wieder Kugeln sind (mit
D™ x D™ = D™*™) 1§sst sich vermuten, dass sich die Fixpunkteigenschaft unter bestimm-
ten Bedingungen auf beliebige Produkte und stets auf endliche Produkte iibertragt. Das
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scheint bestarkt durch die Tatsache, dass die Elemente eines Produktes das Produkt der
Elemente ist, also in einer Kategorie C mit terminalem Objekt 1 € ObC und einer Familie
(Xi)ier von Objekten nach XXXX gilt:

Home(1, [ [ Xi) = [ [ Home(1, X;) (31.1)
1€l 1€l

Beispiel 31.6. Produkte von Objekten mit Fizpunkteigenschaft missen nicht die Fix-
punkteigenschaft haben. XXXX

Lemma 31.7. Retrakte von Objekten mit Fizpunkteigenschaft haben die Fizpunkteigen-
schaft.

Beweis. Sei C eine Kategorie mit terminalem Objekt 1 € ObC, X € ObC ein Objekt mit
Fixpunkteigenschaft und A € ObC ein Retrakt mit Schnitt s: A < X und Retraktion
r: X — A, also sodass rs = idy. Sei f € A — A, dann ist sfr: X — X und es
existiert ein Element z: 1 — X mit (sfr)(z) = z. Durch Anwendung von r von links
folgt f(r(x)) = (fr)(x) = (rsfr)(x) = r(x), womit r(z): 1 — X ein Fixpunkt von f
ist. [

Satz 31.8 (Lawverescher Fixpunktsatz). In einer Kategorie C hat ein Element X € ObC,
fiir welches ein Objekt A € ObC und ein Morphismus g: A X A — X mit:

\v4 4 V :go(a,d)=hod (31.2)

h: A—»Xa:1—-Ad:1—-A

existiert, die Fizpunkteigenschaft.

Beweis. Sei f: X — X ein Endomorphismus, dann ist h = fogo Ay: A — X, also gibt
es ein Element a: 1 — A, sodass g o (a,a) = hoa gilt (also @’ = a gewéhlt wurde). Es
folgt:

go(a,a)=hoa=fogoAyoa= fogola,a), (31.3)

womit g o (a,a): 1 — X ein Fixpunkt von f ist. O

Lemma 31.9. Fir eine Kategorie C, ein Objekt X € ObC mit Endomorphismus f: X —
X, fiir welches das Fizobjekt Fix(f) € ObC existiert, ist fir jedes Objekt A € ObC:

Fix Home (A, f) = Home (A, Fix(f)). (31.4)
Beweis. XXXX O

Hat C ein terminales Objekt 1 € Ob(C, dann folgt mit A = 1 insbesondere:
Home(1, Fix(f)) = Fix Home(1, f) = {z € Home(1, X)|f(x) =z}, (31.5)

also dass die Element des Fixobjektes von f bis auf Isomorphie genau die Fixpunkte von
f sind.
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Kategorielle Verbindungen
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Kapitel 32

Kategorienisomorphie und -aquivalenz

In der Topologie existieren mit der Homoéomorphie und der Homotopiedquivalenz zwei
verschiedene Begriffe, um topologische Raume zu vergleichen. Diese basieren auf den bei-
den verschiedenen Moglichkeiten, stetige Abbildungen mit gleichem Quell- und Bildraum
zu vergleichen, dem direkten Vergleich und der Homotopiedquivalenz. In der Kategorien-
theorie gibt es ebenfalls zwei verschiedene Moglichkeiten, Funktoren mit gleicher Quell-
und Bildkategorie zu vergleichen, dem direkten Vergleich und der natiirlichen Isomorphie.
Das fiihrt auf entsprechenden Begriffe fiir Kategorien, welche jeweils der Homéomorphie
und Homotopiedquivalenz fiir topologische Raume entsprechen.

Definition 32.1 (Kategorienisomorphie). Zwei Kategorien C und D fir die zueinander
wverse Funktoren F': C — D und G: D — C existieren:

FoG=p (32.1)
GoF =¢ (32.2)
sind isomorph, notiert als C = D.

Analog, wie Hom6omorphie fiir topologische Raume die Isomorphie in der Kategorie
Top der topologischen Raume ist, ist Isomorphie fiir lokal kleine Kategorien die Isomor-
phie in der Kategorie Cat der lokal kleinen Kategorien. Definition greift jedoch
nicht auf lokal kleine Kategorien zuriick.

Korollar 32.2. Kategorienisomorphie ist eine Aquivalenzrelation.

Definition 32.3 (Kategoriendquivalenz). Zwei Kategorien C und D fir die zueinander
quasiinverse Funktoren F': C — D und G: D — C existieren:

GoF =¢ (32.4)
sind aquivalent, notiert als C ~ D.
Korollar 32.4. Isomorphe Kategorien sind dquivalent.

Korollar 32.5. Kategoriendiquivalenz ist eine Aquivalenzrelation.
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Morita- Aquivalenz

Lemma 33.1. Fir Ringe R und S ist:
rMod ~ sMod < Modgi ~ Modg (33.1)

Beweis. XXXX O
Korollar 33.2. Isomorphe Ringe sind morita-dquivalent.
Lemma 33.3. Kommutative und morita-dquivalente Ringe sind isomorph.

Morita-Aquivalenz ist daher nur fiir nichtkommutative Ringe interessant, fiir kommu-
tative stimmt sie mit der Isomorphie iiberein.

Beweis. XXXX [
Lemma 33.4. Jeder Ring R ist morita-dquivalent zu Mat,(R) fir n > 0.

Beweis. XXXX N
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Isbell-Dualitat

Fiir eine Kategorie V und eine V-angereicherte Kategorie C.

(C, V[T, V] (34.1)
O(X): ¢ = [T, V](X, V(~, ) (34.2)
Spec(Y): c— [C,V]P?(V(c,—),Y) = [C,V](Y, V(c,—)) (34.3)
C, V(0 V(G O(F / V(Ge, [T, VI(F, V(= ¢)))

/cec/dec (Ge, V(Fd, V(d,c)) /de(c/ceC (Fd,V(Ge,V(d,c)))
—/de(c (Fd, [C V(G V(d, —))) = /dECV(Fd Spec(Y)d)

= [C, V](F, Spec(G)) (34.4)
Lemma 34.1.
Spec(V(c,—)) = V(—,¢) (34.5)
Beweis.
Spec(V(c,—))d = [C,V](V(c, —),V(d, —)) = V(d,c) (34.6)
]
O Spec(V(c,—))d = OV(—,c))d = [CP, V](V(—,¢),V(—,d)) = V(c,d) (34.7)
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Kapitel 35

Konkretisierbare Kategorie

Definition 35.1 (Konkrete Kategorie). Fine Kategorie C und ein treuer Funktor F: C —
D in eine Kategorie D bilden eine konkrete Kategorie (C, F') iiber D.

D wird in diesem Fall auch Basiskategorie genannt. Fiir D = Set wird (C, F') auch ein-
fach konkrete Kategorie genannt. Ist der Funktor klar, wird eine konkrete Kategorie auch
einfach als C geschrieben, insbesondere wird (Set,set ) auch einfach konkrete Kategorie
Set genannt.

Lemma 35.2. Jede konkrete Kategorie ist lokal klein.

Beweis. Sei (C, F') eine konkrete Kategorie, dann gibt es fiir Objekte X,Y € ObC ei-
ne Injektion Fxy: Home(X,Y) — Homget(F' X, FY). Da letzteres eine Menge ist, ist
ersteres ebenfalls eine Menge. O

Definition 35.3 (Konkretisierbare Kategorie). Fine Kategorie C, fir die es fir eine
weitere Kategorie D eine konkrete Kategorie (C, F) tuber dieser gibt, wird konkretisierbar
iiber D genannt.

Fiir D = Set wird C auch einfach konkretisierbar genannt.
Lemma 35.4. Jede kleine Kategorie ist konkretisierbar.
Beweis. XXXX N

Die Lemmata XXXX und XXXX zeigen, dass konkret eine Eigenschaft zwischen klein
und lokal klein ist.

Fiir eine konkretisierbare Kategorie (C, F) ist (C°P, Po F°P) ebenfalls eine konkretisierbare
Kategorie.

35.1 Freie Objekte

XXXX

Lemma 35.5. Fiir eine Menge X gibt es einen Fo-Algebrenisomorphismus:

¢ (P(X),A,0,0,X) = (X @F5,+,0,,1),Y = Y xy(z)z (35.1)
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Beweis. Seien Y, Z € P(X), also Y, Z C X. ¢ erhilt die Addition, da:
SYAZ) = xvaz(x)z =Y (xv +xz2) @)z = ¢(Y) + ¢(2). (35.2)
reX zeX
¢ erhélt die Multiplikation, da:
(Y NZ)=> xvrz@z = (xv-xz) @)z =o(Y) - ¢(2). (35.3)
zeX zeX

]

Fiir eine Menge X entspricht ein Untervektorraum von X ® Fy daher einem unter
symmetrischer Differenz abgeschlossenen Mengensystem iiber X sowie eine Unteralge-
bra einem unter symmetrischer Differenz und Schnitt abgeschlossenem (schnittstabilen)
Mengensystem iiber X.
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Teil IV

Kategorielle Garbentheorie
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Kapitel 36

Pragarben und Kopragarben

Definition 36.1 (Prigarbenkategorie). Fir eine Kategorie C ist die Funktorkategorie:
C = PSh(C) := Fct(C, Set) = Set®” (36.1)

thre Pragarbenkategorie, deren Objekte, also Funktoren F': C°® — Set, Prigarben auf C
genannt werden.

Die Kategorien Q, @ und ’I/‘o\p sind nun Beispiele fiir nicht lokal kleine Kategorien.

Fiir Kategorien C und D und einen Funktor F': C — D gibt es einen induzierten Funktor
F:D—C.

Definition 36.2 (Konstante Prigarbe). Fir eine Kategorie C und eine Menge A ist:
A:CP = Set, X — A, f+—idy (36.2)
die konstante Prigarbe.

Der Potenzfunktor P: Set — Set ist kontravariant bzw. kovariant als P: Set®® — Set
und damit eine Pragarbe auf Set.

Fiir ein Objekt X € ObC sei: R
X := Hom¢(—, X) (36.3)

und dieser ist als Funktor C°* — Set eine Prigarbe auf C, also X € ObC.

Fiir Objekte F,G € ObC sind dementsprechend F\,@: C°? — Set ebenso Funktoren.
Fiir einen Morphismus 7 € Home(F, G) sei:

VX € ObC® = ObC: iy := Home(X,n) € Homget (Home (X, F'), Home (X, G))
= Homget(F X, GX) (36.4)

und da fiir ein weiteres Objekt Y € ObC® = ObC, fiir das dementsprechend 7y €
Homget (FY, GY'), und einen Morphismus f € Homeor (X, Y) = Home (Y, X) fiir den:

Ff = Home(f, F) € Homset (Home(X, F'), Home (Y, F))
— Homget(F X, FY) (36.5)
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und dementsprechend @f € HomSet((A}’X, (A}’Y), gilt, dass:

Gf oilx = Home(f, G) o Home (X, ) = Home(f, idg) o Home(idy, )
= Home(idy of,idgn) = Home(f,n) = Home(f o idy,noidp)
= Home(idy, ) o Home(f, idr) = Home (Y, n) o Home(f, F) = iy o Ef  (36.6)

ist, also das Diagramm:

kommutiert, ist 7: F' = G eine natiirliche Transformation, also 7 € Hom@(ﬁ , é)
Lemma 36.3. Fir eine Kategorie C und Objekte X, Y € ObC ist:

X2y e X~y (36.7)
Beweis. O

Definition 36.4 (Darstellbare Priagarbe). Fir eine Kategorie C ist eine Pragarbe F, fiir
die ein Objekt X € ObC mit:

F = X = Home(—, X) (36.8)

existiert, darstellbar.
Beispiel 36.5. Vergissfunktoren sind oft darstellbar:

I.) Grp — Set wird dargestellt durch Z.

II.) Vectx — Set wird dargestellt durch K.
III.) Top — Set wird dargestellt durch {x}.
Lemma 36.6. Fine initiale Prdgarbe ist nicht darstellbar.
Beweis. XXXX N

Definition 36.7 (Kopriagarbenkategorie). Fir eine Kategorie C ist die Funktorkategorie:
Cop = PSh(C) = Fet(C, Set) = Set® (36.9)

thre Kopréigarbenkategorie, deren Objekte, also Funktoren F': C — Set, Koprigarben auf
C genannt werden.

Fiir ein Objekt X € ObC ist der kovariante Hom-Funktor Home (X, —) € Ob CoP eine
Koprégarbe.

Lemma 36.8. Fiir eine kleine Kategorie C st C kartesisch abgeschlossen.

Beweis. OJ
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Lemma 36.9. Fir eine Kategorie C und ein Objekt X € ObC ¢ibt es eine Kategoriend-
quivalenz:

C/X ~C/ & (X) (36.10)

Beweis. O

PSh (/C & (X)) ~C/ & (X) (36.11)

Lemma 36.10. Fir eine Kategorie C und ein Objekt X € ObC ust:

C/X ~C/X; (36.12)
X\C ~ X\C. (36.13)
Beweis. XXXX N

Die Priagarbenkategorie einer punktierten Kategorie ist isomorph zur punktierten Pragar-
benkategorie. -
PSh(C,) = 1\C = 1\C = PSh(C), (36.14)

Lemma 36.11. Fir eine Kategorie C und eine Prigarbe F: C® — Set gibt es eine
Kategorienaquivalenz:

PSh (/C F) ~C/F (36.15)

Beweis. XXXX N

C — Cat/C (36.16)

Seien Dis, Indis: Set — Top das Hinzufiigen der diskreten und indiskreten Topologie.
Korollar 36.12. Fiir den Vergissfunktor s: Top — Set gilt Dis - )5 1 Indis.
Seien Dis, Indis: Set — Cat das Erzeugen der diskreten und indiskreten Kategorie.

Korollar 36.13. Fir den Objektfunktor Ob Cat — Set g¢ilt Dis 4 Ob - Indis.
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Kapitel 37

Adjungierte Funktoren

,Adjoint Functors arise everywhere.*
— Saunders MacLane

Fiir lokal kleine Kategorien C und D und kovariante Funktoren F': D — Cund G: C — D
sind jeweils:
Hom¢(F—,—): D x C — Set (37.1)

Homp(—,G—): D? x C — Set (37.2)

kovariante Funktoren mit selber Quell- und Bildkategorie.

Definition 37.1 (Adjungierte Funktoren). Fir Kategorien C und D werden Funktoren
F.:C— D, G: D— C, fiir welche ein natirlicher Isomorphismus:

Homp(F—, —) = Home(—, G—) (37.3)

existiert, adjungiert genannt, notiert als:

C%D

Korollar 37.2. Fir eine Adjunktion L 4 R ist R°® - L°P.
Korollar 37.3. Fir Adjunktionen L1 4 Ry und Lo 4 Ry ist L1 Lo 4 RoR;.
Lemma 37.4. Adjungierte Funktoren L: C = D: R mit L 4 R induzieren Adjunktionen:

R
Fet(€,C) 1 Fet(€,D)
—-

Ly
Fct(C, &) "1 Fet(D, )
R.

Beweis. Seien n: ¢ = RL die Einheit und ¢: LR =p die Koeinheit der Adjunkti-
on. Diese induzieren natiirliche Transformationen n*: & =pce,c)= (RL)* = L*R* und
e (LR)* = R*L* ={=rpey(e,0), womit R* 4 L*, sowie 1. (¢)« =ret(c,e)= (RL)s = R L,
und €,: (LR), = LR, = (¢)« =Fe(c,e), womit L, 4 R,. m
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Sei Homp(LX, LX) — =2 Home (X, RLX) und Homp(RY, RY) — Hom¢(LRY,Y)

n: ¢ = RL,nx :=idpx (37.4)
e: LR =D,y = {(VIlRy (375)
L LEL LRLES I (37.6)
R*n R.e
n: B2 RLR L5 R (37.7)
(Lino L'e)x = (L.n)x o (L*e)x = Lnx oerx (37.8)
(R*'no R.e)x = (R*n)x o (R«e)x = nrx © Rex (37.9)

37.1 Einheiten und Koeinheiten

Satz 37.5. Fiir adjungierte Funktoren L: C =S D: R mit L 4 R ist:

I.) L genau dann volltreu, wenn die Einheit n: ¢ = RL ein natirlicher Isomorphismus
ist. Insbesondere folgt aus letzterem direkt, dass R essentiell surjektiv ist.

II.) R genau dann volltreu, wenn die Koeinheit ¢: LR =p ein natirlicher Isomorphis-
mus ist. Insbesondere folgt aus letzterem direkt, dass L essentiell surjektiv ist.

Beweis. 1.) =: XXXX <«: Seien X, X’ € Ob(, dann ist ny: X — RLX ein Isomorphis-
mus. Durch Nachkomposition mit 77)_(1 ergibt sich der hintere Isomorphismus in:

Homp(LX', LX) = Homp(X', RLX) = Home (X', X), (37.10)

womit L volltreu ist.

II.) =: XXXX «: Seien Y,Y" € ObD, dann ist ey: LRY — Y ein Isomorphismus.
Durch Vorkomposition mit 5;1 ergibt sich der hintere Isomorphismus in:

Hom¢(RY, RY') = Home(LRY,Y') = Homp(Y,Y"), (37.11)
womit I volltreu ist. O
Lemma 37.6. Fir adjungierte Funktoren L: C=D: R mut L 4 R gilt:
I.) Ist L volltreu und R konservativ, dann ist L essentiell surjektiv und R volltreu.

II.) Ist R wvolltreu und L konservativ, dann ist R essentiell surjektiv und L volltrew.

Beweis. 1.) Sei d € ObD, dann ist idgs: Rd 2% RLRd =% Rd. Da L volltreu ist, ist 7zq

nach Satz (37.5) 1.) ein Isomorphismus. Aus der 2-aus-3-Eigenschaft von Isomorphismen
nach Lemma (3.3) folgt, dass Rey ein Isomorphismus ist. Da R konservativ ist, ist g4 ein
Isomorphismus, womit die Behauptungen aus Satz (37.5]) II.) folgen.

€Lc

I1.) Sei ¢ € ObC, dann ist idp.: Le ey LRLe 2 Le. Da R volltreu ist, ist . nach
Satz I1.) ein Isomorphismus. Aus der 2-aus-3-Eigenschaft von Isomorphismen nach
Lemma (3.3) folgt, dass L. ein Isomorphismus ist. Da L konservativ ist, ist 7. ein Iso-
morphismus, womit die Behauptungen aus Satz I.) folgen. O
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37.2 Generelles Adjungierte-Funktoren-Theorem (GAFT)

XXXX

37.3 Spezielles Adjungierte-Funktoren-Theorem (SAFT)

XXXX

37.4 Adjunktionen auf Scheibenkategorien

XXXX

37.5 Spezielle adjungierte Funktoren

Die ganzen Zahlen Z und die reelen Zahlen R kénnen als mit durch die partiellen Ordnung
induzierten Kategorien betrachtet werden, wobei es einen kanonischen Inklusionsfunktor
I:Z — R gibt. Dieser hat einen linksadjungierten Funktor [—]: R — Z gegeben durch
Aufrunden und einen rechtsadjungierten Funktor | —|: R — Z gegeben durch Abrunden.
Fiirn € Z und z € R gilt:

Roz<In) e [z]<nelk (37.12)

RoIn)<zen<|z|eZ (37.13)
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Kapitel 38

Reflektoren und Koreflektoren

In der Mathematik gibt es zahlreiche Hierarchien von Strukturen durch die Weg- oder Hin-
zunahme von definierenden Eigenschaften. Bekannte Beispiele sind die der algebraischen
Strukturen von Magmen bis Korpern in der Algebra und die topologischen Trennungsei-
genschaften von Kolmogoroff-Riaumen (7j-Réumen) zu vollstdndig normalen Hausdorff-
Réumen (75-Réumen) in der Topologie. Diese Hierarchien iibertragen sich als kanonische
Inklusionen (oder Vergissfunktoren) jeweils auf ihre entsprechenden Kategorien, was ei-
nem Abstieg in der Hierachie entspricht. Links- und rechtsadjungierte Funktoren dazu
entsprechen daher einem Aufstieg in der Hierarchie, also einer kanonischen Moglichkeit
einer allgemeineren Struktur eine speziellere Struktur zuzuordnen. Aufgrund dieser be-
merkenswerten Eigenschaft sind solche Funktoren iiberall in der Mathematik aufzufinden.

38.1 Reflektoren

Definition 38.1 (Reflektive Unterkategorie). Fir eine Kategorie D wird eine UnterKa-
tegorie C, fiir welche die Einbettung I: C — D ein linksadjungierten Funktor L 41, den
Reflektor, hat:

1
C=—D
L
reflektiv genannt.
Beispiel 38.2. Beispiele fiir reflektive Unterkategorien aus der Algebra sind:

e AbGrp st eine reflektive Unterkategorie von AbHGrp.
Der Reflektor ist die Grothendieck-Gruppe G: AbHGrp — AbGrp.

e AbGrp st eine reflektive Unterkategorie von Grp.
Der Reflektor ist die Abelisierung -*®: Grp — AbGrp.

e Grp ist eine reflektive Unterkategorie von Mon.
Der Reflektor ist die FEinheitengruppe -*: Mon — Grp.

Beispiel 38.3. Beispiele fiir reflektive Unterkategorien aus der Topologie sind:

e Top, ist eine reflektive Unterkategorie von Top.
Der Refilektor ist der Kolmogoroff-Quotient KQ: Top — Top,.

e Haus ist eine reflektive Unterkategorie von Top.
Der Reflektor ist der Hausdorff-Quotient HQ: Top — Haus.
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e cHaus ist eine reflektive Unterkategorie von Top.
Der Reflektor ist die Stone—Cech-Kompaktifizierung 3: Top — cHaus.

e cHausGrp st eine reflektive Unterkategorie von TopGrp.
Der Reflektor ist die Bohr-Kompaktifizierung Bohr: TopGrp — cHausGrp.

Lemma 38.4. Volle und reflektive Unterkategorien von kovollstindigen Kategorien sind
kovollstandig.

Beweis. XXXX O

Lemma 38.5. Fliir ecine Kategorie D und eine reflektive UnterKategorie C gilt fiir die
jeweils in thnen gebildeten Limiten und Kolimiten:

lim “Y; 2 lim ”Y; (38.1)
1€L 1€T
lim “X; = Llim P X;. (38.2)
1€Z €L

Beweis. Sei X € ObD, dann ist:
Homp (X, lim “Y;) 2 Home(LX, lim ©Y;) 2 lim Home (L X, Y7)
€L €L €L
= lim Homp (X, ;) = Homp(X, lim ”Y)), (38.3)

€L 1€l

womit die Aussage aus der Volltreuheit der Yoneda-Einbettung folgt.
Sei Y € Ob(C, dann ist:

Home (lim “X;;, V) 2 lim Home (X, Y) 2 lig Homp (X5, Y)

€T i€z i€l
=~ Homp(im P X;,Y) = Home (L lim P X;,Y), (38.4)
womit die Aussage aus der Volltreuheit der Yoneda-Einbettung folgt. [

38.2 Koreflektoren

Definition 38.6 (Koreflektive Unterkategorie). Fiir eine Kategorie D wird eine Unter-
Kategorie C, fiir welche die Einbettung I: C — D ein rechtsadjungierten Funktor [ 4 R,
den Koreflektor, hat:

R
D <_T> C
koreflektiv genannt.

Lemma 38.7. Volle und koreflektive Unterkategorien von vollstindigen Kategorien sind
vollstindig.

Beweis. XXXX O

124


saantz.com

Kapitel 38 — Reflektoren und Koreflektoren Samuel Adrian Antz, saantz.com

Lemma 38.8. Fiir eine Kategorie D und eine koreflektive UnterKategorie C gilt fir die

jeweils in thnen gebildeten Limiten und Kolimiten:

lim *Y; 2 Rlim PY;
Im®X; = 1limPX;.
Beweis. Sei X € Ob(C, dann ist:
Home (X, thYi) = lim Home (X, Y;) 2 lim Homp (X, ;)

1€l 1€l €T

= Homp (X, lim Y;) 2= Home (X, Rlim ”Y;),

i€ 1€l

womit die Aussage aus der Volltreuheit der Yoneda-Einbettung folgt.
Sei Y € Ob(C, dann ist:

Homp (lim “X;,Y) 2 Home(lim “X;, RY') = lim © Home (X;, RY)

1€L €L 1€l

= lim © Homp(X;, V) 2 lim © Homp (lim " X;, V),

i€l i€l 1€L

womit die Aussage aus der Volltreuheit der Yoneda-Einbettung folgt.
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Kapitel 39

Kan-Erweiterungen und -Lifte

Kan-Erweiterungen und -Lifte gehoren zu den wichtigsten Konzepten der Kategorien-
theorie aufgrund ihrer Verallgemeinerung anderer Konzepte. Besonders kurios ist, dass
Limiten und Kolimiten beide Spezialfille von Kan-Erweiterungen sind, aber diese umge-
kehrt ebenso Spezialfille von Limiten und Kolimiten.

Seien C und D Kategorien und F': C — D ein Funktor. Fiir eine weitere Kategorie £
gibt es durch Vor- und Nachkomposition mit F' jeweils induzierte Funktoren:

F*: Fet(D, E) = Fet(C,E),G — G o F (39.1)

F.: Fct(€,C) — Fet(E,D),H— Fo H (39.2)
(XXXX: Verifizierung der Funktoreigenschaften hinzufiigen.)

39.1 Kan-Erweiterungen
Gibt es einen links- und rechtsadjungierten Funktor zu F™*, jeweils notiert als:
Lang, Rang: Fct(C, &) — Fet(D, E), (39.3)

also mit Lany 4 F* 4 Ranp, dann werden fiir einen Funktor G € Fct(C, £) die Funktoren
Lang(G),Rang(G) € Fct(D, £) jeweils (globale) linke und rechte Kan-Erweiterung von G
entlang F' genannt. Das folgende Diagramm veranschaulicht lediglich die Funktoren und

kommutiert nicht unbedingt:
C
Voo
D Lang(G) £

Rang(G)

Kan-Erweiterungen haben also die gleiche Zielkategorie wie die Funktoren, welche sie
erweitern.

39.2 Kan-Lifte

Gibt es einen links- und rechtsadjungierten Funktor zu Fj, jeweils notiert als:

Liftp, Riftp: Fct(E,D) — Fet(E,C), (39.4)
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also mit Liftp - F, - Riftp, dann werden fiir einen Funktor H € Fct(€, D) die Funktoren
Liftp(H), Riftp(H) € Fct(€,C) jeweils (globaler) linker und rechter Kan-Lift von H
entlang F' genannt. Das folgende Diagramm veranschaulicht lediglich die Funktoren und

kommutiert nicht unbedingt:
AN
H)
(H) £

D
F
Lift g (
Ce—-"—r
letF

Kan-Lifte haben also die gleiche Quellkategorie wie die Funktoren, welche sie liften.

Fiir ein Diagramm der Form:

Hom(Lanp H,G) = Hom(H, F*G) = Hom(H,G o F)
= Hom(H, G, F) = Hom(Liftg H, F) (39.5)

Hom(G, Rang H) = Hom(F*G, H) Hom(G o F, H)
= Hom(G.F, H) = Hom(F, Rift¢ H) (39.6)
Fiir die terminale Kategorie 7 und den eindeutigen Funktor !: C — T ist
limG = Ran G € Fet(T, €) (39.7)

G = Lan G € Fct(T, €) (39.8)

Kan-Erweiterungen sind spezielle Limiten:

Lemma 39.1. Fir Kategorien C, D und £ sowie Funktoren F': C - D und G: C — &

18t:
Lanp(G)(Y) = hg GX (39.9)
FXY
Rang(G)(Y) = @ GX (39.10)
Y+ FX
Beweis. O

Kan-Erweiterungen lassen sich benutzen, um adjungierte Funktoren zu konstruieren:

Lemma 39.2. Fir Kategorien C und D, einen volltreuen Funktor F': D — C ust:

Lang(p) 4 F 4 Rang(p) (39.11)
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Beweis. Mit Lemma ((39.1)) ist:

Homp(Z, Rang(c)(Y)) = Homp(Z, lim X) &

Y+—FX

lim Homp(Z, X)
YgX

=~ lim Home(FZ, FX) = Home(FZ, lim FX)

Y+ FX
~ Hom(FZ,Y)

HomD(Lanp(D)(Y), Z) = HOII]D( %ﬂ X, Z) =

FX—=Y

Y+ FX
(39.12)

lim Homp(X, Z)
FX—=Y

= lim Home(FX, FZ) = Home/( lim FX,FZ7)

FX—=Y

= Home(Y, F'Z)

39.3 Yoneda-Erweiterung

FX—=Y

(39.13)

]

Definition 39.3 (Yoneda-Erweiterung). Fir Kategorien C und D sowie einen Funk-
tor F: C — D ist dessen linke Kan-Erweiterung (sofern existent) entlang der Yoneda-

Einbettung & ¢: C — C:

~

Lang (F): C =D

dessen Yoneda-Erweiterung.

(39.14)

__ Die Yoneda-Einbettung der Komposition & poF mit der Yoneda-Einbettung & p: D —
D ergibt einen Funktor Lan, (& p o F): C' — D zwischen ihren Prigarbenkategorien.

Fiir Pragarben F € ObC und G € ObD ist:

Homﬁ(LaniC(I poF)G, H) = Homﬁ((ot poF)G, & Z:H) o~ Hom@(G, HoF) = Hom@(G,F*H)
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Kapitel 40

Kategorie der Garben und Pragarben

40.1 Owuvert-Kategorie und -Funktor

Fiir einen topologischen Raum (X, Ox) bezeichnet Ouv(X) die diinne Kategorie, deren
Objekte die offenen Mengen der Topologie sind und fiir die es fiir jede Inklusion U C V
offener Mengen jeweils einen Morphismus U — V' gibt:

ObOuv(X) := Ox (40.1)

{x} ;UCV

0" UgV (40.2)

Ouv(X)(U,V) := {

Beispiel 40.1. Die Quvert-Kategorie des einpunktigen Raumes ist die terminale Katego-
rie:

Ouv({*})=T. (40.3)
Lemma 40.2. Die Ouvert-Kategorie ist ein kovarianter Funktor:
Ouv: Top — Cat. (40.4)

Beweis. XXXX OJ

Definition 40.3 (Garbe). Fir einen topologischen Raum X und C = Set, Grp, Ab
oder CRing ist ein kontravarianter Funktor F: Ouv(X) — C eine Prigarbe auf X.

Definition 40.4 (B-Garbe). Fir einen topologischen Raum X mit einer Basis (B;)ier
und der vollen Unterkategorie O von Ouv(X) mit diesen als Objekten ist ein kovarianter
Funktor F: O — C

Fiir einen topologischen Raum X bezeichnet PSh¢(X) die Kategorie der Prigarben
auf X mit Werten in einer lokal kleinen Kategorie C, wobei die Pragarbenmorphismen

PSh¢(X) := Fet(Ouv(X),C) (40.5)

Sh¢(X) bezeichnet die Kategorie der Garben auf X mit Werten in C, welche eine volle
Unterkategorie von PSh¢(X) ist. Qcohe(X) und Cohe(X) bezeichnen dementsprechend
die Kategorie der quasikohdrenten Prdgarben und Kategorie der kohdrenten Garben auf
X mit Werten in C.
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Pfeilkategorie

Hat C ein initiales Objekt 0 € ObC bzw. ein terminales Objekt 1 € ObC, dann hat
C™ ein initiales Objekt idy bzw. ein terminales Objekt id;. Die Umkehrung gilt nicht
unbedingt.

Es gibt einen Funktor id_: C — C7. Hat C ein initiales Objekt 0 € Ob(C, dann gibt
es einen Funktor 0 - —: C — C7 und hat C ein initiales Objekt 0 € Ob(C, dann gibt es
einen Funktor — — 1: C — C7. Alle diese Funktoren sind volltreu, da jeder Morphismus
f+ X — Y die folgenden Diagramm kommutieren ldsst:

X

X —— Home(A, RY) —— Hom¢ (A, RZ)

2 B

Homp(LA, X) —— Homp(LA,Y) —— Homp

1R

—~

LA, Z)

Die Doméne und Kodoméne sind Funktoren dom: C7 — C, F' — F(0) und cod: C7 —
C,F— F(1).

A— X

1]
Home-(f: A — B, X RN 1) 2 Home (A, X) = Home(dom(f), X) (41.1)
Home—(0 - B, g: X — Y) = Home(B,Y) = Home (B, cod(g)) (41.2)
Homg- (ida, g: X — Y) = Home(A, X) = Home(A, dom(g)) (41.3)
Home-(f: A — B,idx) = Home (B, X) = Home(cod(f), X) (41.4)
(02 —) 4 cod 4id_ 4 dom 4 (— = 1) (41.5)
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Yoneda-Einbettung

Das Yoneda-Lemma ist die wichtigste und zentralste Erkenntnis der Kategorientheorie,
da es die Grundlage zahlreicher kategorientheoretischer Beweise ist.

Fiir einen Morphismus f: X — Y gibt es natiirliche Transformationen:
Home(f, —): Home (Y, —) = Home (X, —) (42.1)
Home(—, f): Home(—, X) = Home(—,Y) (42.2)

Ist f ein Monomorphismus, dann ist Home(—, f) nach Korollar (3.9) eine Familie an
Injektionen. Ist f ein Epimorphismus, dann ist Home(f, —) nach Korollar (3.17) ebenso
eine Familie an Injektionen.

Definition 42.1 (Yoneda-Einbettung). Der Funktor:
&:C—»C= Fct(CP, Set),
X — X = Home(—, X),
fis f= Home(—, f) mit fx = Home (X, f) (42.3)
der eine Kategorie C in ihre Pragarbenkategorie C einbettet ist die Yoneda-Einbettung.
Die Yoneda-Einbettung ist tatsichlich ein Funktor.

Beweis.
iy (ldy) = HOIIlc()(V7 ldy) = ld; () (424)

& (fog) =Home(X, fog)= &(f)o &(g) (42.5)

Satz 42.2. Die Yoneda-FEinbettung erhdlt Limiten.
Die Yoneda-Einbettung erhélt jedoch kaum Kolimiten.

Beweis.
i€l el i€ ieT
— liny Home (—, X;)(4) = ling & (X;)(4) (42.6)
i€ i€
O]
Satz 42.3. Die Yoneda-Finbettung ist dicht.
Beweis. ]
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42.1 Satz von Yoneda
ha = Hom(A, —) (42.7)
h? .= Hom(—, A) (42.8)

Lemma 42.4 (Yoneda-Lemma, kovariant). Fir eine Kategorie C, ein Objekt A € ObC
und einen kovarianten Funktor F': C — Set ist:

Nat(ha, F) 2 FA (42.9)

Beweis. XXXX O]
Insbesondere ist:

Nat(ha, hp) = hpA = Hom(B, A) (42.10)

Nat(ho, F') = FO (42.11)

Nat(hy, F) = F1 (42.12)

Lemma 42.5 (Yoneda-Lemma, kontravariant). Fir eine Kategorie C, ein Objekt A €
ObC und einen kontravarianten Funktor G: C — Set ist:

Nat(h?,G) = GA (42.13)

Beweis. XXXX 0
Insbesondere ist:

Nat(h?, h?) = h® A = Hom(A, B) (42.14)

Nat(h’, G) = GO (42.15)

Nat(h!,G) = G1 (42.16)

Satz 42.6 (Satz von Yoneda). Die Yoneda-Einbettung ist volltreu.
Beweis. [

Lemma 42.7 (Yoneda-Prinzip). Fir eine Kategorie C gilt:

XY & £(X)2 £(Y) (42.17)

Beweis. =: Folgt aus Lemma (21.5]). <:

Home(X, X) = & (X)(X) 2 & (Y)(X) = Home(X,Y) (42.18)

1%

Home(Y,Y) = & (Y)(Y) & & (X)(Y) = Home (Y, X) (42.19)

133


saantz.com

Kapitel 42 — Yoneda-Einbettung Samuel Adrian Antz, saantz.com

42.2 Total (distributive) Kategorien

Definition 42.8 (Totale Kategorie). Fine Kategorie C, deren Yoneda-Einbettung & : C —
C einen linksadjungierten Funktor L,: C — C besitzt, wird total genannt.

Eine Kategorie C, fiir die C°P total ist, wird kototal genannt.
Beispiel 42.9. Set ist total und kototal.

Definition 42.10 (Total distributive Kategorie). Eine totale Kategorie C, deren zur

Yoneda-Einbettung linksadjungierter Funktor Ly : C — C einen linksadjungierten Funktor
Lo: C — C besitzt, wird total distributiv genannt.

Eine Kategorie C, fiir die C°? total distributiv ist, wird kototal distributiv genannt.
Lemma 42.11. Jede total distributive Kategorie ist kototal.
Beweis. XXXX N
Lemma 42.12. Fir eine kleine Kategorie C st C total distributiv.

Beweis. XXXX O
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Exakte und koexakte Sequenzen

Fiir eine Kategorie C mit Nullobjekt €2 € Ob(C wird eine Sequenz X Ly % ZinC:

.) ezakt genannt, wenn:

Home(A, X) L5 Home(A4,Y) %5 Home (A, Z) (43.1)

fiir jedes Objekt A € ObC als Sequenz punktierter Mengen (wobei die Punktierung
durch die Nullmorphismen gegeben ist) exakt ist.

I1.) koexakt genannt, wenn:

Home(Z, A) L Home (Y, A) L5 Home (X, A) (43.2)

fiir jedes Objekt A € ObC als Sequenz punktierter Mengen (wobei die Punktierung
durch die Nullmorphismen gegeben ist) exakt ist.

Lemma 43.1. Fir adjungierte Funktoren L: C S D: R mut L 4 R und:
I.) eine exakte Sequenz X LY 4% 72 inDist RX 25 RY 2% RZ exakt in C.

II.) eine koexakte Sequenz X Ly %4 ZinCist LX 25 LY 2% LZ koezakt in D.

Beweis. 1.): Sei A ein punktierter topologischer Raum, dann gibt es ein kommutatives
Diagramm:
Home(A, RX) —— Home (A, RY) —— Home(A, RZ)

o

Homp(LA, X) —— Homp(LA,Y) —— Homp(LA, Z)

Da die untere horizontale Zeile exakt ist, ist es ebenso die obere. II:): Analog. O

Korollar 43.2. Fir eine exakte Sequenz (X, o) ERN (Y,90) & (Z, 2) in Ho(Top,) ist die
Sequenz QX xo) LR Q(Y, yo) LA Q(Z, z) ebenfalls exakt.

Korollar 43.3. Fir eine koezakte Sequenz (X, xq) ER (Y,y0) 2 (Z, %) in Ho(Top,) ist
die Sequenz X(X, o) =, (Y, yo) =9, Y(Z, zy) ebenfalls koexakt.
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Kartesisch abgeschlossene Kategorien

Definition 44.1 (Kartesisch abgeschlossene Kategorie).
Lemma 44.2. Set und Cat sind kartesisch abgeschlossen.

Bewezis.
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(Pra)additive und abelsche Kategorien

Sei C eine Kategorie, fiir die VX,Y € ObC jeweils Home(X,Y') die Struktur einer abel-
schen Gruppe (Hom¢(X,Y), +,0) besitzt.

Definition 45.1 (Praadditive Kategorie). Ist die Komposition von Morphismen in C bi-
additiv, also fir Objekte X,Y,Z € ObC giltVf, f1, fo € Home (X, Y)Vg, g1, g2 € Home(Y, Z):

go(fitfa)=gofitygolf (45.1)

(g1 +g2)of=giof+gaolf, (45.2)

dann wird C praadditiv genannt.

In préadditiven Kategorien ist Hom¢e: C°? x C — Ab.

Vect ist eine praadditive Kategorie.

Definition 45.2 (Additiver Funktor). Fir priadditive Kategorien C und D wird ein
Funktor F: C — D, fir den Home(X,Y) — Homp(FX, FY), f — Ff fir alle Objekte

X,Y € ObC ein Gruppenhomomorphismus ist, additiv genannt.

Lemma 45.3. Fir einen Ring R und ein R-Linksmodul M sind die Funktoren:
Modg(—, M), Modg(M, —): Mody — Ab (45.3)

additiv.

Beweis. XXXX O

Lemma 45.4. Fir einen Ring R und ein R-Linksmodul M sind die Funktoren:
—®RM,M®R—ZMOd%)—>Ab (454)
additiv.

Beweis. XXXX N
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45.1 FEilenberg—Watts-Theorem

Satz 45.5 (Eilenberg—Watts-Theorem). Fir Ringe R und S sowie einen additiven und
rechtsexakten Funktor F: Modr — Modg g¢ibt es ein R-S-Bimodul M, sodass F =~
B®p—.

Beweis. XXXX O

Definition 45.6 (Additive Kategorie). Enthdlt eine priadditive Kategorie C ein Nullob-
jekt und endliche Produkte wird sie additiv genannt.

Definition 45.7 (Abelsche Kategorie). Fine priadditive Kategorie C, fir die:
L) Es gibt ein Nullobjekt
II.) Es gibt endliche Biprodukte
III.) FEs gibt Kerne und Kokerne
IV.) Jeder Monomorphismus ist ein Kern und jeder Epimorphismus ist ein Kokern.
wird abelsch genannt.
Lemma 45.8. Additive Kategorien (C,+,0) sind monoidal.
Beweis. [

Eine abelsche Kategorie C, fiir die fiir jedes Objekt X € C ein injektives Objekt
I € ObC bzw. projektives Objekt P € ObC und ein Monomorphismus X < I bzw.
Epimorphismus P — X exisitert, hat genidgend viele injektive bzw. projektive Objekte.

Lemma 45.9. Fir eine XXXX Kategorie T und eine abelsche Kategorie C mit geniigend
vielen injektiven bzw. projektiven Objekten hat CT ebenfalls gentigend viele injektive bzw.
projektive Objekte.

Beweis. O

Lemma 45.10. Fir eine XXXX Kategorie T und eine abelsche Kategorie C ist der Funk-
tor lim _ : C* — C linksezakt.

Bewezs. O

lim" := R"lim: C* — C (45.5)

i€l i€l

45.2 Einbettungssatz von Mitchell

Satz 45.11 (Einbettungssatz von Mitchell). Fir jede kleine abelsche Kategorie C:
L) gibt es einen exakten treuen Funktor F: C — Ab

II.) gibt es einen Ring R und einen exakten volltreuen Funktor F: C — Modg

Beweis. XXXX OJ
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Triangulierte Kategorien

Definition 46.1 (Triangulierte Kategorie). Eine additive Kategorie C und ein additiver
Funktor F': C — C, der eine Kategoriendquivalenz ist, fiir die
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Exakte Funktoren

Definition 47.1 (Exakter Funktor). Fir praadditive Kategorien C und D ist ein additiver

Funktor F: C — D, fiir den fir jede kurze exakte Sequenz:
0—-X—-Y—=>2—-0
mit X,Y,Z € ObC jeweils

I.) die Sequenz:
FX - FY = FZ

exakt ist, ein halbexakter Funktor

II.) die Sequenz:
0= FX = FY = FZ

exakt ist, ein linksexakter Funktor

III.) die Sequenz:
FX - FY - FZ—0

exakt ist, ein rechtsexakter Funktor

IV.) die Sequenz:

0—=FX—>FY —-FZ—0

exakt ist, ein exakter Funktor

(47.1)

(47.2)

(47.3)

(47.4)

(47.5)

Lemma 47.2. Ein Funktor ist genau dann linksexakt, wenn er endliche Limiten erhdlt.

Beweis. XXXX

Da Monomorphismen nach XXXX insbesondere endliche Limiten sind, folgt:

Korollar 47.3. Ein linksexakter Funktor erhdlt Monomorphismen.

O

Lemma 47.4. Fin Funktor ist genau dann rechtsexakt, wenn er endliche Kolimiten erhdlt.

Da Epimorphismen nach XXXX insbesondere endliche Kolimiten sind, folgt:

Korollar 47.5. Ein rechtsexakter Funktor erhdlt Epimorphismen.

Beweis. XXXX
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Lemma 47.6. Ein Funktor zwischen abelschen Kategorien ist genau dann linksexakt,
wenn er direkte Summen und Kerne erhdlt.

Beweis. XXXX OJ

Lemma 47.7. Ein Funktor zwischen abelschen Kategorien ist genau dann rechtsexakt,
wenn er direkte Summen und Kokerne erhdlt.

Beweis. XXXX O

Lemma 47.8. Fir eine abelsche Kategorie C und ein Objekt Y € ObC ist Home(—,Y): C —
Ab ezakt.

Beweis. XXXX N

Lemma 47.9. Fir eine abelsche Kategorie C und ein Objekt X € ObC ist Home(X, —): C —
Ab linksexakt.

Beweis. XXXX O
Home(—, X): C? — Set

Lemma 47.10. Fir eine Kategorie C mit X € ObC sind die Tensorprodukt-Funktoren
(X®—):, (—®X): rechtsexakt.

Beweis. OJ

Lemma 47.11. Fir additive Kategorien C und D sowie einen exakten Funktor F: C — D
ist F'(0) = 0.

Beweis. O

Ist f: M — N der Nullmorphismus, faktorisiert er als kurze exakte Sequenz f: M —
0 — N, womit F'f: FM — F0 =0 — FN exakt ist, also F'f der Nullmorphismus.

Lemma 47.12. Fir additive Kategorien C und D erhdilt ein exakter Funktor F: C — D
Bilder:

errc: Fimg(f) = img(Ff) (47.6)

Bewezs. O
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Monoidale Kategorien

Definition 48.1 (Monoidale Kategorie). Eine Kategorie C mit einem kovarianten Funk-
tor ®: C x C — C, dem Tensorprodukt, einem Objekt 1 € ObC, dem Einheitselement
des Tensorprodukts, und natirlichen Isomorphismen:

—@(—®—)mitaxyz: (XQY)9Z3>X® (Y ®Z)

AL

L)a: (—®@—-)® —
L)1 1@ — S —mitlx: 19X 5 X
L) r: — @1 S —mitry: X©1 5 X
fur welche die Dreieck- und Fiinfeck-Identitét:
ry ®idy = (idy ®ly) cax1y (48.1)

aaBcep © agpc,p = (1da ®apcp) © aapsep © (aapc @idp) (48.2)

erfillt sind, also fiir welche die Diagramme:

ax1,y

Xol)eY X®1eY)
X®Y

QAQB,C,D AW,X,Y®D

(Ao B)®C)® D (A B)® (C® D) A®(B® (C®D))

(A (B®C))®D AR (B C)® D)

QA,BRC,D

kommutieren, ist eine monoidale Kategorie (C, ®,1).

Eine monoidale Kategorie, fiir die ihre natiirlichen Isomorphismen alle die Identitat
sind, also:
VX, Y, ZcObl: (X®Y)®Z=X® (Y ®Z2) (48.3)

VX eObC: 19X =X®1l=X (48.4)

wird strikt genannt. Die Dreiecks- und Fiinfecks-Identitit werden damit trivial.

Korollar 48.2. Fiir eine Kategorie C ist (End C,o,c ) eine strikte monoidale Kategorie.
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Lemma 48.3. Fiir eine monoidale Kategorie C und ein Objekt X € ObC ist:

heox =1d1®Ix: 1@ (1X) =10 X (48.5)
Txer =rx @id;: (X ®1)®l—=X®1 (48.6)
Beweis. O

Lemma 48.4. Fir eine monoidale Kategorie (C,®,1) und Objekte X,Y € ObC ist:

lX (24 ldy = ZX®Y oai1xy (487)
rxgy = (idx ®ry)oaxy, (48.8)
also die Diagramme:
19X)®Y Dx@idy X®Y
m 4
1®(X®Y)
(XoY)®l ey X®Y
m /@
X®((Y®l)
kommutieren.
Beweis. O

Lemma 48.5. In einer monoidalen Kategorie ist [y =r1: 1 ® 1 — 1.
Beweis. Mit den Gleichungen und () sowie der Dreiecks-Identitét ist:
Lh®idy =hgioany = (1d1 ®)oar 1 =1 ®idy (48.9)
O

Im Folgenden sei ¢ := [y = ry der Einheitsisomorphismus.

Lemma 48.6. Fir eine monoidale Kategorie C mit FEinheitselement 1 € ObC ist End(1)
kommutativ.

Beweis. Der Einheitsisomorphismusi: 1®1 — 1 induziert einen Isomorphismus j: End(1) —
End(1®1), fr+io foil, fiir den:

jid, ®@f) =io (id,®@f)oi™ = (id,@f)oi t = f (48.10)

j(f®id)) =io(f®id) oi ' = (f®id))oi ' = f (48.11)
fog=j(f®g)=j((f®idi)o(id; ®g)) = j((id; ®g)o(f®idi)) = j(g®f) = gof (48.12)
O
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48.1 Spezielle monoidale Kategorien

Definition 48.7 (Geschlossene monoidale Kategorie). Fine monoidale Kategorie (C,®, 1),
fiir dieVX € ObC fir den FunktorY — Y ®X ein rechtsadjungierter Funktor Y — [X Y]
ezxistiert mat:

Hom¢(X ® Y, Z) = Home (X, [Y, Z]) (48.13)

wird geschlossen genannt.

Lemma 48.8. In einer geschlossenen monoidalen Kategorie (C,®) ist:
VX,Y,Ze€Obl: [X®Y,Z|=[X,]Y, 7] (48.14)

Beweis. Sei A € Ob(C beliebig, dann ist:

Home (A, [ X ® Y, Z]) 2 Home(A® (X ®Y),Z) = Home(A® X)®Y, Z)
> Home(A ® X, [Y, Z]) 2 Home (A, [X, [Y, Z]), (48.15)

womit die Aussage aus der Volltreuheit der Yoneda-Einbettung nach dem Yoneda-Lemma
() folgt. O

Lemma 48.9. Fir eine vollstindige geschlossene monoidale Kategorie (C,®) und eine
kleine Kategorie I ist Fct(Z,C) mit dem Tensorprodukt:

VE,G € Fet(Z,C)vX € ObC: (FRG)X =FX®GX (48.16)
eine geschlossene monoidale Kategorie.
Beweis. [

Lemma 48.10. Fir eine kleine Kategorie I, eine geschlossene monoidale Kategorie C
und einen Funktor F: 1 — C ist:

liezF'i, X] = lim[Fi, X] (48.17)
1€
(X, lim Fi] = lim[X, Fi] (48.18)
1€ 1€

Beweis. Sei A € Ob(C beliebig, dann ist:
Home (A, [iez Fi, X]) = Home (A ®iez Fi, X) = Home (jezA ® Fi, X)
&~ 111%1 Hom¢(A ® Fi, X) = l'ir% Home (A, [Fi, X))
1€ 1€
=~ Home(A, l'iI?[Fi, X)) (48.19)
1€

Home (A4, [X, 1'11% Fi]) 2 Hom¢e (A ® X, 1'11%1 Fi) = l,inzl Home (A, X, Fi)
1€ 1€ 1€
= lim Home (A, [X, Fi]) = Home(A, hI?[X, Fi), (48.20)
1€

€L

womit die Aussage aus der Volltreuheit der Yoneda-Einbettung nach dem Yoneda-Lemma
() folgt. O
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Definition 48.11 (Geflochtene monoidale Kategorie). Eine monoidale Kategorie C mit
einem natirlichen Isomorphismus Bxy: X ® Y — Y ® X, fiir welche die Sechseck-
Identitaten:

ay,z x e} BX,Y@Z o CLX,Y,Z = (ldy ®BX,Z) o aY,X,Z O (BX,Y &® ldz) (4821)

CLE}X’Y o} BX@Y,Z O a;(,lY,Z = (ldX ®By}z) O a’;(,lZ,Y O (BX,Z &® ldy) (4822)

erfillt sind, also fiir welche die Diagramme:

ax,y,z Bxygz

(X®Y)®Z X®Y®2) Y®Z)oX

Bx,y ®idzl laY,Z,X

YoX)9Z———Y0X®2) ———Y®(“Z2X)

ay,x,z idy ® Bx,z

Bxgvy,z

XY ®Z) —27 J(XeoY)eZ Y®(X®Y)

idx ®By,zl laZ,IX,Y

X®(Z®Y)—>(X®Z)®YX—>(Z®X)®Y

ax,z,y Bx,z®idy
kommutieren, ist eine geflochtene monodiale Kategorie.

Eine geflochtene monoidale Kategorie mit By x o Bxy = idxgy wird symmetrische
monoidale Kategorie genannt.

Lemma 48.12. Fiir eine geflochtene monoidale Kategorie C und ein Objekt X € ObC
181:
lX =Tx ©° Bl,X; (4823)

womit das Diagramm:

1®X—>X®1

N

Bewezs. L]

kommutiert.

Fiir eine kleine monoidale Kategorie C ist C eine geschlossene monidale Kategorie.

(Set, x,{*}) und (Set, L), () sind symmetrische monoidale Kategorien. (Vectg, ®x, K)
mit einem Korper K ist eine symmetrische monoidale Kategorie.

BU,V: U RK V>V XK U (4824)
ev: V'@V = K, (f,v) = f(v) (48.25)
coev: K= V@V z—=? (48.26)
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(Bord,,, L, 0) ist eine symmetrische monoidale Kategorie.

axyz: (XUY)UZ=(Xx{0}UuY x{1}) x{0}UZ x {1}

SXUYUZ) =X x{0}u (Y x{0}UZ x {1}) x {1},
((x,0),0) = (z,0)
((y,1),0) = ((y,0),1) (48.27)
(2,1) = ((z,1),1)
Ix: 0UX =X x {1} = X, (2,1) > = (48.28)
ry: XUD=Xx{0} = X,(2,0) = x (48.29)
Byy: XUY - Y UX,(2,0) = (,1), (3, 1) = (y,0) (48.30)

48.2 Duale Objekte

Definition 48.13 (*-autonome Kategorie). Eine symmetrische monoidale Kategorie (C, ®)
mit einem volltreuen Funktor -*: C°? — C, fiir den:

VX,Y,Z € ObC: Home(X ® Y, Z) = Home (X, (Y ® Z2)%), (48.31)
ist eine *-autonome Kategorie.
Lemma 48.14. Eine *-autonome Kategorie (C,®), fir die:
VX, Y €eObC: (XQ@Y)" 2 X"@Y" (48.32)
15t kompakt abgeschlossen.
Beweis. [

Definition 48.15 (Rechtsduales Objekt). Fir eine monoidale Kategorie (C,®,1) und ein
Objekt X € ObC st ein Objekt X* € ObC mit einer Evaluationsabbildung ev: X*® X —
1 und einer Koevaluationsabbildung coev: 1 — X ® X*, fiir welche:

Ix =rxo(idx ®ev)oax x+ x o (coev®idy) (48.33)
rx+ = lx+ o (ev®idy«) o a)_(i,x,x* o (idx+ ® coev), (48.34)
also die Diagramme:
1® X I X

coev ®id Xl TTX

(X®X*)®XWX®(X*®X)MX®T>X®1

X*®1 X X+

idys* ® coevl TZX*

aX*,X,X* ev 1 *

kommutieren, das rechtsduale Objekt von X.
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Existiert fiir ein Objekt ein rechtsduales Objekt wird es rechtsdualisierbar genannt.
Eine monoidale Kategorie, in der fiir jedes Objekt ein rechtsduales Objekt existiert, also
rechtsdualisierbar ist, wird rechistarr genannt.

In einer geschlossenen monoidalen Kategorie C ist fiir ein Objekt X € ObC das rechtsduale
Objekt definiert als:
X" =[X,1] (48.35)

Lemma 48.16. Das rechtsduale Objekt ist eindeutig bis auf Isomorphie.
Beweis. XXXX [

Lemma 48.17. Das rechtsduale des rechtsdualen Objektes ist wieder das Objekt selbst.

XX X 2 X @ X (48.36)
X' o X &5 22 Xt X (48.37)
ev x* ®idx

(X™ @ X*)eXx X2 g g x X X

coev x

XX &5 1 22 Xre Xt (48.38)
Beweis. XXXX

(X 0 X*) @ X —X, X @ (X @ X)
ev ®idxl id x s ®evxl
1 X X*®1
coevx ®ide
(XXX

]

Lemma 48.18. Fiir eine monoidale Kategorie C, ein Objekt Y € ObC mit rechtsdualem
Objekt Y* € Ob(C ist:

VX,Z € ObC: Home(X ® Y, Z) = Home (X, Y ® Z) (48.39)
Beweis. O

Definition 48.19 (Rechtsdualer Morphismus). Fiir eine monoidale Kategorie C, rechts-
dualisierbare Objekten X,Y € ObC und einen Morphismus f: X — Y st f*: Y* — X*

mat:

(ldy* ®f)®idx« evy ®idyx*
— 5

Y+ Y*® X)® X* Y'®Y)® X* 1® X*

Tyll aYi;XvX*T TevY ®1dx* j{lx*

V*1l————YV*® (X @ X*) )Y*@(Y@X*) X*

—_
idy* ® coevy idy* @(f®id x*

der rechtsduale Morphismus.
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Definition 48.20 (Linksduales Objekt). Fir eine monoidale Kategorie (C,®,1) und ein
Objekt X € ObC ist ein Objekt *X € ObC mit einer Evaluationsabbildung ev: X ®*X —
1 und einer Koevaluationsabbildung coev: 1 — *X ® X, fiir welche:

rx =lx o (ev®idy) o ay'y x o (idx ® coev) (48.40)
lix =r+x o (idx- ®ev) o asx x+x © (coev@idx~), (48.41)
also die Diagramme:
X®l X X

idx ® coevl /LX

Ax*x, X everdx

1®*X bex X

coev®idx*l )‘\TX*

(FXX)®*X *ANRX@X)———"X®1

Ak X, X, * X idy* ®ev
kommutieren, das linksduale Objekt von X.

Existiert fiir ein Objekt ein linksduales Objekt wird es linksdualisierbar genannt. Eine

monoidale Kategorie, in der fiir jedes Objekt ein linksduales Objekt existiert, also links-
dualisierbar ist, wird linksstarr genannt.
Existiert fiir ein Objekt ein rechts- und linksduales Objekt, ist es also rechts- und linksdua-
lisierbar, wird es dualisierbar genannt. Eine monoidale Kategorie, in der fiir jedes Objekt
ein rechts- und linksduales Objekt existiert, die also rechts- und linksstarr ist, wird starr
genannt.

Lemma 48.21. Das linksduale Objekt ist eindeutig bis auf Isomorphie.

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma (48.16]). m
Lemma 48.22. Das linksduale des linksdualen Objektes ist wieder das Objekt selbst.
Beweis. Analog zum Beweis von Lemma (48.17)). m

Korollar 48.23. Eine starre symmetrische monoidale Kategorie ist geschlossen mit:
VX,Y: [ X,)Y]=X"®Y, (48.42)

da:
Home (X, [Y, Z]) = Home(X, Y ® Z) = Home(X ® Y, Z) (48.43)

Definition 48.24 (Kompakt abgeschlossene Kategorie). Fine starre symmetrische mo-
noidale Kategorie wird kompakt abgeschlossen genannt.
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Spuren

Definition 49.1 (Spurabbildung). Fir eine symmetrische monoidale Kategorie C und
ein rechtsdualisierbares Objekt X € Ob(C ist:

: Endc(X) — Endc(l), f — (f) = €Vy OB)(,X* o (f ® ldx*) O COoevyx (491)
coevx f®id x= Bx xx evy
1 X®X* XX —m X" X —— 1

dessen Spurabbildung.

Definition 49.2 (Euler-Charakteristik). Fir eine symmetrische monoidale Kategorie C
und ein rechtsdualisierbares Objekt X € ObC ist:

X(X) := (idx) = evx 0Bx x+ 0 coevx (49.2)
dessen Euler-Charakteristik.

Definition 49.3 (Kategorie mit Spur). Fir eine symmetrische monoidale Kategorie
(C,®,1) ist VA, B, X € ObC eine Abbildung:

A5t Home(A® X, B® X) — Home(A, B), (49.3)

fur die VA, B,C, X, Y € Ob(C:

VfeHome(A® 1L, B®1):  g(f) =lao fory (49.4)

Vf € Home(A® X @Y, B X @Y): X3 (f) =i 5 Clex,pex(f)) (49.5)
Vf € Home(A® X, B® X): tgaceop(ide ®f) =idc @ g(f) (49.6)
xx(Bx.x) =idx (49.7)

)A(,B(f) = (49.8)

. -1
ap,x,x*o(f@idxx)oa, "+ yu

idB ®(BX$X*OeVX)

ryt i coev
A5 AR 1 —H1E0NY ¢ (X @ X¥) B® (X ®X*)
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Monoide und Komonoide

50.1 Monoide

Definition 50.1 (Monoid). Fir eine monoidale Kategorie (C,®,1) ist ein Objekt X €
ObC mit Morphismen p: X @ X — X und n: 1 — X, fir die:

po(p®idy) = po (idx ®u) o ax x x (50.1)
rx = po (idx ®n), (50.3)

also fiir welche die Diagramme:

(X@X) X —% X ® (X ®X)

M®idxl lidx ®p

X®X X X®X

n®idx idx ®n

X®X
\lu/
Ix rXx
X

kommutieren, ein Monoid (X, u,n) in C.

1®X X®1

Beispiel 50.2. Das Einheitselement 1 bildet mit p = 1y = r1 nach Lemma (48.5) und
n = id; ein Monoid. Gleichung (XXXX) XXXX, wihrend die Gleichungen (50.2) und

trivial werden.

Lemma 50.3. Das Tensorprodukt von Monoiden ist ein Monoid.

Beweis. Sei (C,®, 1) eine monoidale Kategorie und seien (X, p1, n) sowie (X', p/,n') jeweils
Monoide in C. XXXX O

Definition 50.4 (Monoidmorphismus). Fir eine monoidale Kategorie (C,®,1) sowie
Monoide (X, u,n) und (X', 1/, 1) ist ein Morphismus f: X — X', fur den:

fou=po(fef) (50.4)

fon=1, (50.5)
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also fir welchen die Diagramme:

XeoXx I xox

I N

X—f>X’ X—)X’

kommutieren, ein Monoidmorphismus.

Samuel Adrian Antz, |saantz.com

Beispiel 50.5. Die Identitit idx: X — X eines Monoides X ist ein Monoidmorphismus.

Lemma 50.6. Die Komposition von Monoidmorphismen ist ein Monoidmorphismus.

Beweis. XXXX

]

Definition 50.7 (Monoidkategorie). Fir eine monoidale Kategorie (C,®,1) ist Mon(C)
die Kategorie der Monide von C, deren Objekte alle Monoide von C und deren Morphis-

men alle Monoidmorphismen sind.

Fiir monoidale Kategorien C und D induziert ein laxer monoidaler Funktor F': C — D

einen Funktor Mon(F'): Mon(C) — Mon(D).

50.2 Komonoide

Definition 50.8 (Komonoid). Fir eine monoidale Kategorie (C,®, 1) ist ein Objekt X €

ObC mit Morphismen 6: X - X ® X und e: X — 1, fir die:
(ldX ®5) 0 = ax x x © ((S & ldx) od

I = (e®idy) o0
T)_(l = (ldX ®5) (@) 5,

also fiir welche die Diagramme:

XX X ° . XoX

5®idxl lidx [

XX) X — = X® (X ®X)

ax, X, X

kommutieren, ein Komonoid (X, 0, 5) in C.

Beispiel 50.9. Das Einheitselement 1 bildet mit 6 = I;' = r{* nach Lemma
e = idy ein Komonoid. Gleichung (XXXX) XXXX, wihrend die Gleichungen

trivial werden.

Lemma 50.10. Das Tensorprodukt von Komonoiden ist ein Komonoid.
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Beweis. Sei (C,®, 1) eine monoidale Kategorie und seien (X, 6, ) sowie (X', ', ¢") jeweils
Komonoide in C. XXXX O

Definition 50.11 (Komonoidmorphismus). Fir eine monoidale Kategorie (C, ®, 1) sowie
Komonoide (X,6,¢) und (X',d',¢") ist ein Morphismus f: X — X', fir den:

(f®flod=dof (50.9)
glof=c¢, (50.10)
also fir welchen die Diagramme:
x—1 L x x— 7t x

| b N A

kommutieren, ein Komonoidmorphismus.

Beispiel 50.12. Die Identitit idy : X — X eines Komonoides X ist ein Komonoidmor-
phismus.

Lemma 50.13. Die Komposition von Komonoidmorphismen ist ein Komonoidmorphis-
mus.

Beweis. XXXX O
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Monoidale Funktoren

Definition 51.1 (Monoidaler Funktor). Fiir monoidale Kategorien (C, ®c, 1c) und (D, ®p, 1p)
sind ein kovarianter Funktor F': C — D, ein Morphismus €: 1p — Fl¢ und eine natir-
liche Transformation pxy: FX ®@p FY — F(X ®cY), fir die:

I.) Assoziativitit: VX,Y,Z € ObC ist:
a?X,FY,FZ o (idrx ®py,z) © pxyecz = (Mxy ®@idpz) o fixecy,z © F(a():(,y,z) (51.1)
II.) Einheitlichkeit: VX € ObC ist:
12y = (e ®pidpx) o pu.x o F(IS) (51.2)
rPy = (idpx ®pe) 0 pxa. 0 F(r%), (51.3)
also fiir welche die Diagramme:

oD
FX,FY,FZ

(FX @p FY) ®p FZ FX @p (FY ®p FZ)

ID'R% ®idFZl lide DY,z
F(X®cY)®p FZ FX ®@p F(Y ®c Z)
uX@CY’Zl lux,y®<cz

D .
) aFX,FY,FZ®1dFZ
—>

F(X®cY)®cZ F(X ®c (Y ®c Z2))

1p @p FX —E29EX oy o0 FX

l’gXJ J{,U'I(CA,X

FX o F(le ®¢ X)

FX @p 1p —EXE2 px @0 Fle

r?xl l,qu,lC

F(r%)

kommutieren, ein schwacher monoidaler Funktor (oder laxer monoidaler Funktor ).
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Wenn € und VX,Y € puxy Isomorphismen sind, wird der Funktor streng monoidal
genannt. Ein monoidaler Funktor F': C°? — D wird oplar genannt.

Lemma 51.2. Laze monoidale Funktoren bilden Monoide auf Monoide ab.
Beweis. [

Korollar 51.3. Oplaze monoidale Funktoren bilden Komonoide auf Komonoide ab.
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(Geschlossene Funktoren

Definition 52.1 (Schwacher geschlossener Funktor). Fir geschlossene monoidale Kate-
gorien (C, 1¢) und (D, 1p) wird ein Funktor F': C — D mit einem Morphismus f: Flc —
1p und einer natirlichen Transformationn: F|—,—| = [F—, F'—|, fir die: also fir welche
die Diagramme: kommutieren, schwach geschlossen genannt.

Definition 52.2 (Strenger geschlossener Funktor). Fir geschlossene monoidale Katego-
rien (C,1¢) und (D, 1p) wird ein Funktor F': C — D, fir den:

Flc =1p (52.1)

VX,Y € ObC: F([X,Y]c) = [FX, FY]p (52.2)

streng geschlossen genannt.
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Angereicherte Kategorien

Definition 53.1 (Angereicherte Kategorie). Fir eine Kategorie V wird eine Kategorie C

mat:

xrdone’ Home¢(X,Y) € ObV (53.1)

eine V-Kategorie (oder V-angereicherte Kategorie) genannt.

Der Hom-Funktor wird damit zu einem Funktor Home: C°? x C — V.

Eine Top-Kategorie wird auch topologisch angereichert genannt. Eine Vectg-Kategorie
wird auch K-linear (oder K-Algebroid) genannt. Allgemeiner wird fiir einen Ring R eine
Mody-Kategorie auch R-linear genannt. Eine Ab-Kategorie, also eine Z-lineare Katego-
rie, wird auch Ringoid genannt.

Beispiel 53.2. Lokal kleine Kategorien sind Set-Kategorien, praiadditive Kategorien sind
Ab-Kategorien.

Beispiel 53.3. Top st mit der Kompakt-Offen-Topologie topologisch angereichert. Vectyg
15t Vectg-angereichert.

Funktoren bestehen durch ihre Definition aus einer Abbildung auf Objekten und einer
Abbildung auf Morphismen. Bei Funktoren zwischen iiber der gleichen Kategorie ange-
reicherten Kategorien ist daher die Betrachtung von Funktoren sinnvoll, fiir welche die
Abbildung auf Morphismen selbst in dieser Kategorie enthalten ist.

Definition 53.4 (Angereicherter Funktor). Fir eine Kategorie V wird ein (kovarianter)
Funktor F: C — D zunschen V-angereicherten Kategorien C und D mit:

ooyt Fxy € ArY (53.2)

ein V-Funktor (oder V-angereicherter Funktor) genannt.

Cat® := Cat(C2 (53.3)

Cat)

Cat"+1) .= Cat®' (53.4)
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2-Kategorien

Die (lokal kleine) Kategorie Cat der kleinen Kategorien verfiigt {iber kleine Kategorien als
Objekte und Funktoren zwischen diesen als Morphismen. Fiir kleine Kategorien C und D
verfiigt die nach Lemma (XXXX) lokal kleine Kategorie Fct(C, D) = Homeat(C, D) mit
den Funktoren nun als Objekten aufgefasst zusétzlich iiber natiirliche Transformationen
als Morphismen.

Ein Monoid M entspricht eineindeutig einer 1-Kategorie BM mit einem Objekt. Eine
monoidale 1-Kategorie C entspricht analog eineindeutig einer 2-Kategorie BC mit einem
Objekt.

Sei C eine 2-Kategorie

Fiir eine monoidale (0o, n)-Kategorie C ldsst sich eine monoidale (0co,n — 1)-Kategorie
(AC definieren.
QC := Map¢(1,1) (54.1)

Fiir eine monoidale (0o, n)-Kategorie C lisst sich eine monoidale (oo, n+1)-Kategorie BC
mit einem einzigen Objekt definieren.

54.1 Calabi—Yau-Kategorien (CY-Kategorien)
Definition 54.1 (Calabi—Yau-Kategorie). Eine K-lineare Kategorie C und eine Abbil-

dung:
C: Endc(X) — K, (542)

fiir jedes Objekt X € ObC, fiir welche die Abbildung:
(-,-): Home(X,Y) x Home(Y, X) — K, (f,g) == (go f) (54.3)

fiir alle Objekte X, Y € ObC symmetrisch und nicht degeneriert ist, eine Calabi—Yau-
Kategorie (oder CY-Kategorie).

54.2 7

Definition 54.2 ((n, m)-Kategorie). Eine n-Kategorie, fir die alle k-Morphismen fir
m < k < n invertierbar sind, ist eine (m,n)-Kategorie.
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Beispiel 54.3. FEine (n,0)-Kategorie ist ein n-Gruppoid und eine (n,n)-Kategorie ist
eine n-Kategorie.
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Auflistung spezieller Kategorien

55.1 Algebraische Kategorien

55.1.1 Gruppentheoretische Kategorien

Mag ist die Kategorie der Magmen, deren Objekte alle Magmen und deren Morphismen
alle Magmenhomomorphismen sind. Die Kategorie AbMag der abelschen Magmen bildet
eine volle Unterkategorie. Die Kategorien Magg, und AbMagy,  der endlichen (abelschen)
Magmen bilden von diesen jeweils volle Unterkategorien.

HGrp ist die Kategorie der Halbgruppen, deren Objekte alle Halbgruppen und deren Mor-
phismen alle Halbgruppenhomomorphismen sind. Die Kategorie AbHGrp der abelschen
Halbgruppen bildet eine volle Unterkategorie. Die Kategorien HGrpg, und AbHGrpy,
der endlichen (abelschen) Halbgruppen bilden von diesen jeweils volle Unterkategorien.

Mon ist die Kategorie der Monoide, deren Objekte alle Monoide und deren Morphismen
alle Monoidhomomorphismen sind. Die Kategorie AbMon der abelschen Monoide bildet
eine volle Unterkategorie. Die Kategorien Mong, und AbMonyg, der endlichen (abel-
schen) Monoide bilden von diesen jeweils volle Unterkategorien.

Grp ist die Kategorie der Gruppen, deren Objekte alle Gruppen und deren Morphismen
alle Gruppenhomomorphismen sind. Die Kategorie AbGrp der abelschen Gruppen bildet
eine volle Unterkategorie. Die Kategorien Grpg, und AbGrpy, der endlichen (abelschen)
Gruppen bilden von diesen jeweils volle Unterkategorien.

Sei GG eine Gruppe, dann ist ;Mod bzw. Modg die Kategorie der G-Links- bzw. Rechts-
moduln, deren Objekte alle G-Links- bzw. Rechtsmoduln und deren Morphismen alle
G-Links- bzw. Rechtsmodulhomomorphismen sind.

55.1.2 Ringtheoretische Kategorien

Rng und CRng sind jeweils die Kategorie der (kommutativen) Ringe, deren Objekte alle
(kommutativen) Ringe und deren Morphismen alle Ringhomomorphismen sind.

Ring und CRing sind jeweils die Kategorie der unitdren (kommutativen) Ringe, deren
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Objekte alle unitaren (kommutativen) Ringe und deren Morphismen alle Ringhomomor-
phismen sind.

Sei R ein Ring, dann ist pkMod bzw. Mody die Kategorie der R-Links- bzw. Rechts-
moduln, deren Objekte alle R-Links- bzw. Rechtsmoduln und deren Morphismen alle
R-Links- bzw. Rechtsmodulhomomorphismen sind.

55.1.3 Korpertheoretische Kategorien

Field ist die Kategorie der Korper, deren Objekte alle Kérper und deren Morphismen
alle Kérperhomomorphismen sind. Die Kategorie Field, der Kérper mit Charakteristik p
bildet eine volle Unterkategorie.

Sei K ein Korper, dann ist Vecti die Kategorie der K-Vektorraume, deren Objekte alle
K-Vektorrdaume und deren Morphismen alle Vektorraumhomomorphismen sind.

Sei K ein Korper, dann ist Normyg die Kategorie der normierten K-Vektorridume, deren
Objekte alle normierten K-Vektorrdume und deren Morphismen alle stetigen Vektorraum-
homomorphismen sind.

55.2 Topologische Kategorien

Met ist die Kategorie der metrischen Rdume, deren Objekte alle metrischen Riume und
deren Morphismen alle stetigen Abbildungen sind.

Man,, und Man}_ sind jeweils die Kategorie der (punktierten) glatten Mannigfaltigkei-
ten, deren Objekte alle (punktierten) glatten Mannigfaltigkeiten und deren Morphismen
alle (punktierten) glatten Abbildungen sind.

Man,, und Man, sind jeweils die Kategorie der (punktierten) analytischen Mannigfal-
tigkeiten, deren Objekte alle (punktierten) analytischen Mannigfaltigkeiten und deren
Morphismen alle analytischen Abbildungen sind.

RieMan ist die Kategorie der Riemann-Mannigfaltigkeiten, deren Objekte alle Riemann-
Mannigfaltigkeiten und deren Morphismen alle isometrischen Abbildungen sind.

RieSur ist die Kategorie der Riemannschen Flichen, deren Objekte alle Riemannschen
Flachen und deren Morphismen alle holomorphen Abbildungen sind.
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Auflistung von Lemmata

o6

nor. Mono. eff. Mono.

N\~ N\

C koregulér C hat Kofaserprodukte
K.(17.17)
L.(17.19)
r

D.(B.13)

Schnitt eg. Mono. == st. Mono. == ext. Mono. Mono
LG
nor. Epi. eff. Epi.
ﬂ C regular C hat Faserprodukte
K 7 2
/\ /\ D.(3:20)
Retraktlon reg Epi. —=st. Epi. —= ext. Epi. pi.
LG
Schnitt reg. Mono. st. Mono. ext. Mono. Mono.
Retraktion Iso. Iso. Iso. Iso. Iso., L.(3.31)
reg. Epi. Iso. Iso. Iso. Iso. Iso., L.
st. Epi. Iso. Iso. Iso. Iso. Iso.
ext. Epi. Iso. Iso. Iso. Iso. Iso., L.
Epi. Iso., L.(3.36) Iso., L. Iso. Iso., L.
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